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ixResumen
El trabajo ha sido desarrollado en torno al estudio de modelos matema´ticos de los mem-
ristores y sistemas memristivos ana´logos, se presenta una revisio´n de los art´ıculos y textos
ma´s relevantes que han contribuido al desarrollo del tema desde que el profesor Chua pro-
puso el memristor como el cuarto elemento ba´sico de circuitos en 1971, se analizan circuitos
que incluyen elementos no lineales tipo memristor. En el Cap´ıtulo 1 se realiza una revi-
sio´n de fuentes documentales, ana´lisis de las propiedades y presentacio´n de algunos modelos
matema´ticos de memristores y sistemas memristivos con aplicaciones, se muestra el disen˜o
de un circuito que permite emular el comportamiento de un memristor con el software libre
para solucio´n de circuitos LTspice, se simula el comportamiento del memristor de Hewlett
Packard con el software libre Netlogo. En el Cap´ıtulo 2 se presentan los desarrollos ma´s
destacados en la teor´ıa de circuitos no lineales y se incluyen te´cnicas para la solucio´n de este
tipo de circuitos, se muestran algunos ejemplos usando me´todos de linealizacio´n a trozos, el
balance armo´nico, la transformada diferencial de Taylor y el me´todo de Newton Raphson
para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales . En el Cap´ıtulo
3 se estudian las respuestas de circuitos que incluyen memristores utilizando las te´cnicas
estudiadas en el cap´ıtulo anterior, las simulaciones se realizan con el software libre Octave,
para las comprobaciones matema´ticas se utilizo´ el software libre Wxmaxima.
Palabras clave: memristor, sistemas memristivos, circuitos no lineales, analo´gos, simu-
lacio´n.
Abstract
The work has been developed around the study of mathematical models of the analogous
memristive systems, shown a review of the articles and books more relevant and that con-
tributed to the development of the subject since professor Chua proposed the memristors
as the fourth basic element of circuits in 1971, analyzing circuits that include memristor.
The Chapter 1 show the document sources, analysis of properties and presentation of some
mathematical models of memristors and memristive systems with applications, also present
the design a circuit with operational amplifiers and simulations in free software (Ltspice and
Netlogo), in Chapter 2 shows the most highlighted developments in the theory of nonli-
near circuits and included techniques for the solution of this type of circuits, we show some
examples using methods of Piecewise linear, armonic balance, Taylor’s differential transform,
and the Newton Raphson method to solve nonlinear ordinary differential equation systems,
the Chapter 3 studied the responses of circuits that include memristors using the studied
techniques in the last chapter, the simulations are realized with free software Octave and
Wxmaxima for the mathematical verifications.
Keywords: memristor, memristive systems, nonlinear circuits, analog, simulation.
xIntroduccio´n
En 1971 el profesor Leo´n Chua estudiando las relaciones entre los elementos ba´sicos de
circuitos el resistor R, el inductor L y el capacitor C y las variables f´ısicas fundamentales el
flujo magne´tico ϕ, la carga ele´ctrica q, la tensio´n v y la corriente i, encuentra que no hay
ningu´n elemento ba´sico de circuitos que relacione directamente el flujo y la carga ele´ctrica,
as´ı propuso la existencia del memristor el cual no puede construirse a partir de los otros
tres [1].
Memristor es una contraccio´n de ”memory-resistor” o resistencia con memoria, es decir una
resistencia que ”recuerda”, que var´ıa con el tiempo y de la cual es posible conocer su u´ltimo
estado de polarizacio´n, la corriente que ha circulado por e´l, la intensidad, el tiempo de
duracio´n y la tensio´n aplicada.
Antes del memristor cuando un feno´meno particular presentaba comportamiento memristivo
se trataba de justificar de otra forma, actualmente la comprensio´n de e´ste tipo de compor-
tamientos precisamente permitira´ la construccio´n de nuevos disen˜os tecnolo´gicos y nuevas
formas de estudiar y hacer electro´nica, otro tipo de computadores, celulares, memorias, co-
municaciones y en general todo lo que involucre los dispositivos ba´sicos y avanzados, es
posible que los alcances sean semejantes a la revolucio´n que produjo el transistor.
En 1976 Kang y Chua generalizan el concepto del memristor, establecen que un sistema
dina´mico que tiene comportamiento memristivo se denominara´ un sistema memristivo [2],
presentan ejemplos como el termistor o algunos sistemas io´nicos.
En 2008 el profesor Stanley Williams de los laboratorios Hewlett Packard utilizo´ un elemento
nanome´trico formado por T i02 dio´xido de Titanio y dio´xido de Titanio al cual se le extrajeron
iones de ox´ıgeno T i02−x, entre dos electrodos meta´licos. Este dispositivo as´ı construido emula
el comportamiento del memristor propuesto por Chua, publican un art´ıculo titulado ”The
missing memristor found” [3] en el cual se planteaba que el memristor hab´ıa sido encontrado!.
Cuando se aplica una tensio´n al nuevo elemento construido por H.P. e´ste se polariza, es decir
los iones en su interior se movilizan produciendo una modificacio´n de su estructura interna,
si la tensio´n se suprime, los iones no se pueden movilizar de regreso a su estado anterior,
es decir recuerdan el punto de operacio´n en el cual trabajo´, esto significa que el memristor
as´ı construido tiene memoria.
Actualmente se esta´n haciendo investigaciones en diferentes campos relacionados con el te-
ma, por una parte se esta´ estudiando el funcionamiento del memristor y de los sistemas
memristivos, por otra se esta´n analizando nuevos materiales y modelos matema´ticos que
permitan utilizar de manera ma´s o´ptima los recursos y la energ´ıa en los equipos electro´nicos
que utilicen e´sta clase de dispositivos puesto que en teor´ıa utilizara´n menor energ´ıa, mayor
velocidad de procesamiento y la posibilidad de realizar operaciones lo´gicas en su interior.
Cuando el computador disen˜ado con memristores se apague y se vuelva a encender, el estado
en el que se encuentra aparecera´ como la u´ltima vez en el que se hab´ıa dejado.
xi
En otro sentido se trabaja realizando ana´lisis f´ısicos, qu´ımicos y biolo´gicos [4–7], para la
utilizacio´n de nuevos materiales cuyo comportamiento sea memrsitivo. En general se hacen
simulaciones y se busca ajustar modelos a los memristores. Por otra parte en [8] se generaliza
el concepto de memristor a memcapacitor y meminductor, as´ı como a sistemas memristivos
generales. Se esta´ estudiando la posibilidad tanto teo´rica como pra´ctica de construir dispo-
sitivos que se comporten de estas formas y sus posibles aplicaciones.
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1. Teor´ıa del Memristor y Sistemas
Memristivos
Se presentan formalmente el memristor, los sistemas memristivos, sus modelos matemA˜¡ticos
y posibles aplicaciones. Se propone un circuito utilizando amplificadores operacionales que
emula el comportamiento de un memristor y se simula en el software libre LTspice, se disen˜a
el memristor de Hewlett Packard -H.P- utilizando el software Netlogo.
1.1. El nuevo elemento: El memristor
Cada elemento ba´sico de circuitos relaciona las variables ele´ctricas fundamentales de manera
directa, el resistor R relaciona la tensio´n y la corriente, el inductor L el flujo ϕ y la corriente
i, el capacitor C la tensio´n v y la carga ele´ctrica q (ver ape´ndice A). El profesor Chua
analizando las relaciones ba´sicas entre las cantidades circuitales establece que por simetr´ıa
de las relaciones entre las variables f´ısicas debe existir un elemento que relacione directamente
el flujo ϕ y la carga q como en la figura (1-1) y el cual no puede ser construido con los otros
tres elementos ba´sicos de circuitos ni sus combinaciones.
Es as´ı como propone la existencia de un nuevo elemento que relacione directamente estas
variables, el memristor como elemento ba´sico de circuitos, no lineal, de dos terminales y
cuya curva caracter´ıstica de tensio´n contra corriente es un lazo de histe´resis que se corta en
el origen cuando la entrada es perio´dica, lo que quiere decir que el dispositivo no consume
energ´ıa cuando las fuentes externas se suprimen [1], debe comportarse como una resistencia
variable, que ”recuerda” lo que le ha ocurrido, la tensio´n y la corriente que han fluido a
trave´s de e´l, razo´n por la cual se dira´ que dicha resistencia variable tiene memoria.
De manera que cualquier dispositivo que relacione funcionalmente la carga ele´ctrica y el flujo
magne´tico se denominara´ memristor 1:
ϕ = f(q) (1-1)
, o´, q = g(ϕ) (1-2)
En el caso de la relacio´n funcional (1-1) se dira´ que el memristor es controlado por carga,
mientras que en el caso de la relacio´n funcional (1-2) se dira´ que el memristor es controlado
por flujo magne´tico.
1Cuyo s´ımbolo se presenta en el circuito de figura 1.2(a)
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Figura 1-1.: Relacio´n entre las cantidades ele´ctricas
(a) Circuito memristivo (b) Circuito memristivo general (c) Curva caracter´ıstica
Figura 1-2.: Memristor General
De las relaciones circuitales conocidas, la tensio´n es una funcio´n del flujo magne´tico as´ı v =
dϕ
dt
, al derivar impl´ıcitamente (1-1) teniendo en cuenta que cada una de las cantidades ele´ctri-
cas dependen del tiempo se tiene:
v(t) =
dϕ
dt
=
df(q)
dq
dq
dt
(1-3)
De donde al reescribirla resultan las ecuaciones de estado del dispositivo definidas en [3]
v(t) =M(q)i (1-4)
i =
dq
dt
(1-5)
La pendiente de la curva en el punto de operacio´n esta´ dada por M(q) = df(q)
dq
y se denomina
la memristancia del dispositivo y representa la resistencia en un punto de operacio´n P
particular, en el cual se este´ operado el dispositivo como en la figura (1.2(c)). Las unidades
de la memristancia son los ohmios para conservar las unidades entre tensio´n y corriente en
la ecuacio´n (1-4).
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Las relaciones completas entre las cantidades ele´ctricas y los elementos ba´sicos de circuitos
incluyendo el memristor se muestran en la figura2 (1-3). Teo´ricamente el dispositivo tiene
varias caracter´ısticas y propiedades las cuales se analizan y estudian a continuacio´n.
Figura 1-3.: Relacio´n entre las cantidades ele´ctricas completas
1.1.1. El memristor como elemento digital
El memristor se puede utilizar como una memoria digital tanto a nivel macro como a nivel
nanome´trico [9–11,26]. A continuacio´n se muestra una breve descripcio´n del comportamiento
de un memristor como un elemento digital, en la figura 1.4(a) se muestra una curva que
relaciona el flujo ϕ y la carga q linealizada por dos segmentos de recta. A medida que
la carga aumenta dentro del dispositivo el flujo aumenta y se pasa de un estado de baja
resistencia (pendiente ma´s pequen˜a) a un estado de mayor resistencia (pendiente mayor).
En la figura 1.4(b) se muestra como la memristancia que es la derivada de la curva 1.4(a)
a medida que la carga cambia hay un valor de carga 1C en el cual se cambia el valor de su
memristancia, en e´ste caso pasa de un estado de 1Ω a un valor de 5Ω, as´ı el memristor pasa
de un estado de memristancia inicial o cero lo´gico a un valor de memristancia final o uno
lo´gico quedando almacenado este valor dentro del dispositivo.
Operacio´n digital del memristor
Supongamos que al circuito de la figura 1.2(a) se le aplica un pulso de tensio´n de corta
duracio´n digamos ∆t y de amplitud E como el que se ve en la figura 1.5(a) y en un punto de
operacio´n particular del dispositivo P figura 1.5(b), supongamos adema´s que el memristor
tiene una carga inicial QP pero sin flujo inicial ϕ0 = ϕ(t0) = 0 figura 1.5(c). En la figura
2De manera similar se establece de la relacio´n funcional en la ecuacio´n (1-2) la memductancia que es
W (ϕ) = dg
dϕ
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(a) Curva aproximada flujo ϕ vs carga
q
(b) Curva caracter´ıstica
Figura 1-4.: Curvas del memristor
1.4(b) se aprecia lo que ocurre en el memristor; el flujo inicial era cero antes de t0 momento
en el cual se aplica el pulso, por su puesto el flujo cambia de manera lineal pasando de (0, ϕ0)
a (t+∆t, ϕP ), donde ϕP = E∆. El cambio que sufre el flujo se halla utilizando:
ϕ(t) = ϕ0 +
∫ t
t0
v(τ)dτ (1-6)
(a) Pulso pequen˜o de tensio´n
aplicado a un memristor
(b) Curva q vs ϕ de un memris-
tor
(c) Respuesta del memristor
Figura 1-5.: Operacio´n del memristor como elemento digital
Integrando la figura 1.5(a) se obtiene la figura 1.5(c) la cual muestra que el dispositivo cambio
su flujo magne´tico de un estado inicial cero a un estado final ϕP en un intervalo de tiempo
∆t. Para concluir, cuando a un memristor se le aplica un pulso de tensio´n de ancho ∆ y
altura E el a´rea bajo la curva sera´ ϕP = E∆ el cual sera´ el nuevo flujo del memristor.
Algo diferente sucede cuando se aplica una tensio´n sinusoidal al dispositivo, la curva carac-
ter´ıstica entre tensio´n y corriente para un elemento memristivo es una lazo cerrado o curva
de histe´resis como se aprecia en la Figura (1-6) en la cual se muestra el efecto de eliminar
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la tensio´n del dispositivo obteniendo que v = 0 si y solo si i = 0, ”pinched hysteresis loop”
o curva de histe´resis que se corta en el origen.
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Figura 1-6.: Curva de histe´resis caracter´ıstica
A continuacio´n se presenta una revisio´n de las propiedades teo´ricas de memristores y sistemas
memristivos [1, 2], con lo cual se caracteriza un dispositivo o sistema cuyo comportamiento
sea memristivo.
1.1.2. Teor´ıa de circuitos, Propiedades de los memristores
Se estudia el memristor como elemento ana´logo [18], en general se dice que un memristor
es controlado por carga si la relacio´n h(ϕ, q) = 0 se puede expresar como un funcio´n de ϕ
en funcio´n de la carga, y se dira´ que es controlado por flujo si se puede expresar la carga q
como una funcio´n del flujo ϕ.
La ca´ıda de tensio´n en el memristor se expresa como:
v(t) = M(q(t))i(t)
M(q(t)) =
dϕ(q)
dq
(1-7)
Donde M(q) se denomina la memristancia incremental, tiene unidades de resistencia Ω
ohmios, y tiene el sentido presentado en las secciones anteriores. Por otra parte, un memristor
controlado por flujo se expresa como
i(t) = W (ϕ(t))v(t)
W (ϕ) =
dq(ϕ)
dϕ
(1-8)
Donde W (ϕ) se denomina la memductancia incremental debido a que tiene unidades de
conductancia Siemens S.
6 1 Teor´ıa del Memristor y Sistemas Memristivos
De la ecuacio´n (1-7) al hacer separacio´n de variables e integrar, se puede escribir:
ϕ(q) =
∫ t0
−∞
v(t)dt =
∫ q
q0
M(r)dr (1-9)
El valor de la memristancia incremental en cualquier instante de tiempo t0 depende de la
integral de la tensio´n que pasa por el memristor desde t = −∞ hasta t = t0. As´ı mientras
que el memristor se comporta como un resistor comu´n en un instante dado de tiempo t0,
su resistencia depende completamente de la historia de la tensio´n que ha sido aplicada.
De aqu´ı la escogencia de su nombre porque recuerda la historia y trabaja en ese punto de
operacio´n es decir se comporta como una resistencia en un punto particular, pero a su vez
su resistencia depende de la operacio´n que haya tenido anteriormente de aqu´ı su nombre
”memristor”, resistencia con memoria. Una vez se haya especificado un valor de tensio´n o de
corriente para el memristor, e´ste se comporta como un resistor lineal variable en el tiempo.
En el caso en que la curva ϕ− q sea una l´ınea recta se cumple que M(q) = R
Casi cualquier curva ϕ − q puede ser sintetizada por redes activas, los siguientes teoremas
muestran la clase de memristores que se pueden construir en forma de dispositivos puros, es
decir sin fuentes internas [1],
Teorema 1 Criterio de pasividad: Un memristor caracterizado por una curva ϕ − q dife-
renciable es pasivo 3 si y solo si su memristancia incremental M(q) ≥ 0
Teorema 2 Teorema de clausura: Un uno-puerto4 que contiene solo memristores es equi-
valente a un memristor.
Teorema 3 Existencia y unicidad:
Cualquier red que contenga solo memristores con memristancia incremental positiva tiene
una u´nica solucio´n
1.2. Propiedades de los Sistemas Memristivos
A diferencia de los memristores, los sistemas memristivos pueden contener fuentes internas
[12]. Un sistema memristivo (1-10) es un sistema dina´mico en el cual u denota la entrada del
sistema, y denota la salida y x denota el estado interno del sistema o variable de estado5.
x˙ = f(x, u, t)
y = g(x, u, t)u (1-10)
3Se dice que un resistor es pasivo si y solo si su resistencia es no negativa, as´ı un resistor pasivo siempre
absorbe energ´ıa del circuito
4Recordemos que un puerto puede ser creado de un circuito utilizando dos cables a un par de nodos del
circuito, as´ı un uno puerto puede ser vista como una caja negra que tiene un par de terminales accesibles
desde afuera ( [37])
5Como lo establecen en [2]
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Para e´ste sistema dina´mico, la salida y es igual al producto entre la entrada u y la funcio´n
escalar g, con lo que se tiene que a entrada cero, salida cero. E´sta caracter´ıstica se evidencia
en la curva de Lissajous que siempre cruza por el origen. La funcio´n f : ℜn × ℜ × ℜ → ℜn
es una funcio´n vectorial n−dimensional.
Un sistema memristivo se dice controlado por corriente cuando:
x˙ = f(x, i, t) (1-11)
v = R(x, i, t)i (1-12)
Y controlado por tensio´n cuando [2]:
x˙ = f(x, v, t)
i = G(x, v, t)v (1-13)
Donde v e i representan la tensio´n y la corriente respectivamente.
En e´sta seccio´n se presentan las propiedades de los sistemas memristivos. Las pruebas se
pueden consultar en [2].
1. Propiedad 1. Criterio de pasividad.
Dado un sistema memristivo controlado por corriente e invariante en el tiempo y cuya
funcio´n de resistencia no lineal denotada por R(·) satisface la restriccio´n R(x, i) = 0
solo si i = 0. El unipuerto se denomina pasivo si y solo si R(x, i) ≥ 0, para cualquier
valor de corriente admisible i(t), para todo t ≥ t0, donde t0 se escoge de tal forma que
x(t0) = x
∗, con x∗ el mı´nimo estado de energ´ıa almacenada en el sistema.
2. Propiedad 2. Sin almacenamiento de energ´ıa ele´ctrica.
Si un sistema memristivo satisface la hipo´tesis de la propiedad 1, entonces la potencia
instanta´nea de entrada al unipuerto es siempre no negativa.
3. Propiedad 3. Caracter´ıstica DC. Un sistema unipuerto memristivo controlado por co-
rriente e invariante en el tiempo operando en DC, es equivalente a un resistor no lineal
invariante en el tiempo controlado por corriente. Si f(x, I) = 0 tiene una u´nica solu-
cio´n x = x(I) tal que para cada valor I ∈ R, el punto de equilibrio es globalmente
asinto´ticamente estable6.
6Sistema estable (Lyapunov). El estado de equilibrio xǫ = 0 es estable en el sentido de Lyapunov, o
simplemente estable, si para cualquier escalar dado ǫ > 0, existe un escalar δ(t0, ǫ) > 0 tal que ||x0|| < δ,
implica ||x(t)|| < ǫ, para todo t ≥ t0. Se dice que asinto´ticamente estable si es estable en el sentido
Lyapunov y adema´s para cualquier tiempo t0 y para cualquier estado inicial x0 suficientemente cercano
al origen del espacio de estado, el estado x(t) tiende al origen en cuanto t tiende a infinito. Tambie´n, si
en e´stas definiciones, el estado inicial x0 no esta´ restringido a que dicho estado este´ lo suficientemente
cerca del origen (o sea que se cumple cualquiera sea del estado inicial x0 de que se parta), entonces se
dice que la estabilidad es global.
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4. Propiedad 4. Valores dobles en la figura de Lissajous.
Un sistema memristivo unipuerto controlado por corriente, en operacio´n perio´dica7 con
i(t) = I cos(ωt) siempre produce un figura de Lissajous en el plano v − i, para cada
valor de corriente i ∈ [−I, I] le corresponden a lo ma´s dos valores distintos de tensio´n
v.
5. Propiedad 5. La figura de Lissajous es sime´trica.
Si la funcio´n R(·) de un sistema unipuerto memristivo controlado por corriente es
tal que R(x, i) = R(x,−i) entonces la curva de Lissajous v − i correspondiente a la
entrada i(t) = Icos(ωt) es abierta (es decir no se cierra el lazo) cuando el estado x(t)
es perio´dica con el mismo per´ıodo de la entrada i(t) y es de media onda es sime´trica.
Por otra parte, es sime´trica impar con respecto al origen siempre que el estado x(t)
sea perio´dica del mismo per´ıodo que el de i(t) y de cuarto de onda sime´trica.
6. Propiedad 6. Linealizacio´n de la curva de histe´resis.
Si un sistema memristivo unipuerto controlado por corriente tiene la forma (1-14),
de entrada-acotada estado-acotado estable8, entonces cuando se opera con una sen˜al
perio´dica se degenera en un resistor lineal invariante en el tiempo a medida que la
frecuencia aumenta hacia el infinito.
x˙ = f(x, i) (1-14)
v = R(x)i (1-15)
Esto es debido a que la funcio´n f(x, i) se puede escribir como:
f(x, i) = α0 +
N∑
k=−N
exp(jkωt)αk (1-16)
Donde N 6= 0 es un entero y α0, αk son n − tuplas de nu´meros complejos, al integrar
la ecuacio´n (1-14) se obtiene:
x(t) = x0 + α0(t− t0) +
N∑
k=−N
exp(jkωt)αk − exp(jkωt0)
jkω
(1-17)
Dado que x(t) es perio´dica y acotada por la suposicio´n, entonces α0 = 0, adema´s como
ω → ∞, la variable de estado x(t) tiende a x0, la funcio´n R(x) de la memristancia es
un valor fijo y la resistencia es lineal.
7Un unipuerto se dice que es de operacio´n perio´dica cuando su respuesta es perio´dica con el mismo per´ıodo
que el de la entrada
8Un sistema dina´mico como el (1-14) se dice que es entrada-acotada estado-acotado si para todo t0, para
todo estado inicial x0 y para toda entrada acotada i[t0,∞], la trayectoria de estado x(·) es acotado.
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7. Caracter´ıstica de pequen˜a sen˜al AC. Si un sistema unipuerto memristivo controlado por
corriente es globalmente asinto´ticamente estable para todas las entradas de corriente I,
entonces se puede construir un circuito equivalente cerca del punto de operacio´n DC.
Ejemplos de sistemas memristivos fueron propuestos en [2, 13–17, 19–22], a continuacio´n se
muestra uno de ellos:
Ejemplo 1 El Termistor Es un semiconductor electro´nico o resistor te´rmico que pre-
senta grandes cambios en su resistencia a causa de cambios en la temperatura de su estruc-
tura9, la resistencia escrita como una funcio´n de la temperatura esta´ dada por [16]:
R(T ) = R(T0)exp
[
β
(
1
T
− 1
T0
)]
(1-18)
Donde R(T ) y R(T0) son las resistencias de potencia cero a la temperatura absoluta T y T0
respectivamente, y β es una constante del material cuyos rangos esta´n entre 4000K y 5000K
para la mayor´ıa de materiales de termistores. Esto produce un coeficiente de temperatura de
resistencia de entre −3% y −5,7% por 0K, la expresio´n para la tensio´n en el dispositivo se
escribe como:
v = R0(T0)exp
[
β
(
1
T
− 1
T0
)]
i ≡ R(T )i (1-19)
La potencia instanta´nea disipada por el termistor esta´ dada por:
p(t) = v(t)i(t) = δ(Ta − T ) + CdT
dt
(1-20)
Donde C es la capacidad calor´ıfica y δ es el coeficiente de disipacio´n el cual esta´ definido
como el cociente del cambio en la disipacio´n de potencia respecto al cambio en la tempe-
ratura del dispositivo, cuyo valor aproximado es 1mW/K y Ta es la temperatura ambiente.
Substituyendo (1-19) en (1-20) se obtiene:
dT
dt
=
δ
C
(Ta − T ) + R0(T0)
C
exp
[
β
(
1
T
− 1
T0
)]
i2 (1-21)
Veamos que en efecto el termistor es un sistema memristivo de primer orden controlado por
corriente, la variable de estado es x = T , la ecuacio´n (1-21) tiene la misma forma que la
ecuacio´n (1-11):
x˙ =
dx
dt
=
δ
C
(Ta − x) + R0(T0)
C
exp
[
β
(
1
x
− 1
T0
)]
i2 = f(x, i, t) (1-22)
Y la ecuacio´n (1-19) corresponde con la ecuacio´n (1-12)
9Su nombre proviene de las palabras ”resistor te´rmico” o termistor, estas resistencias son semiconducto-
res de cera´mica, fabricados por sinterizacio´n de mezclas de o´xidos de metales de manganeso, n´ıquel,
cobalto,cobre, hierro, uranio y otros.
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v = R0(T0)exp
[
β
(
1
x
− 1
T0
)]
i = R(x, i, t)i (1-23)
Al resolver las ecuaciones (1-22) y (1-23) se obtienen las figuras 1.7(a), 1.7(a), 1.7(a), 1.7(c)
y la conocida curva de histe´resis en donde se evidencia que el sistema es memristivo 1.7(d).
1.3. Algunos Modelos Matema´ticos del memristor
El comportamiento memristivo ha estado presente en muchos elementos conocidos hace
bastante tiempo debido a que la memristancia representa las pe´rdidas en los sistemas [1, 2,
13, 23], sin embargo fue solo hasta 1971 en el que Chua trata de explicar algunos de estos
feno´menos. Es a partir de e´ste momento cuando se plantean varios modelos matema´ticos,
alguno de los cuales se presentan junto con sus ana´lisis y caracter´ısticas ma´s importantes.
1.3.1. Modelo matema´tico de Hewlett-Packard
En 2008Williamss construyo´ un dispositivo nanome´trico de dio´xido de titanio T iO2 y
10dio´xi-
do de titanio con vacancias de ox´ıgeno T iO2−x, entre dos electrodos meta´licos, ver figura (1-
8), para hacer el ana´lisis f´ısico propuesto en [5]11 se supone que la longitud es D y el ancho
de la regio´n dopada es 12wm, se observo´ que ten´ıa el mismo comportamiento del dispositivo
propuesto por Chua, al parecer ”El memristor perdido hab´ıa sido encontrado!” [3].
Internamente cuando la regio´n de dopaje cubre totalmente el dispositivo con una alta concen-
tracio´n de dopantes13 la resistencia se disminuye considerablemente y el valor de resistencia
del memristor se define como Ron el dispositivo puede conducir fa´cilmente la corriente, por
otra parte, cuando los dopantes se concentran y hay mucha resistencia, el estado del dispo-
sitivo es Roff y la conduccio´n de corriente es mucho menor, ver figura (1-9). Entonces es
posible que el memristor tome valores de resistencia entre estos dos valores Ron ≤ R ≤ Roff
y funcione como una resistencia variable ana´loga cuya utilizacio´n tiene la posibilidad de
tomar ”todos” los valores posibles en el intervalo wm
D
∈ [0, 1] esto permitir´ıa la computacio´n
analo´gica hasta ahora inexplorada.
Inicialmente tendra´ su ma´xima resistencia o su valor ma´s grande, pero cuando el dispositivo
se polariza los iones se mueven de sus lugares originales14 y se desplazan de acuerdo con la
intensidad del voltaje, la resistencia entonces va disminuyendo hasta tener su valor mı´nimo.
Si en algu´n momento del proceso la tensio´n aplicada se elimina, los iones se detendra´n
y el dispositivo ”recordara´” el estado en el cual estaba antes de eliminar la energ´ıa. El
10Se han extra´ıdo por algu´n me´todo iones de ox´ıgeno eliminando x iones
11Au´n cuando se siguen realizando estudios respecto a otros materiales cuyos comportamientos sean mem-
ristivos como por ejemplo la sangre [7], [6].
12Se supone que este ancho sera´ siempre positivo
13pueden ser iones positivos o negativos
14En el caso de los semiconductores los que se mueven son los electrones u´nicamente
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w
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T iO 2 -x T iO 2
Figura 1-8.: Construccio´n de un memristor a nivel nanome´trico entre ca´todos de platino y
una capa aislante de T iO2 y una capa dopada con vacancias de ox´ıgeno T iO2−x
Figura 1-9.: Estados del memristor Ron, Roff
dispositivo as´ı disen˜ado satisface que cuando v = 0, la i = 0, y tiene memoria pues su estado
dependera´ de la intensidad y tiempo que haya durado la aplicacio´n del voltaje.
Para´metros del modelo
En la ecuacio´n (1-4), la carga q representa la variable de estado del dispositivo que correspon-
de justamente a la carga o dopaje interno yM es una resistencia generalizada o memristancia
que depende de la configuracio´n o estado interno del dispositivo.
La memristancia se definio´ en la seccio´n (1.1) por M(q) = dϕ(q)/dq y se puede expresar en
funcio´n del para´metro wm como:
M(wm) =
wm
D
Ron +
(
1− wm
D
)
Roff (1-24)
Al definir ∆R = Roff − Ron ≈ Roff , representa el cambio de resistencia que el dispositivo
tendra´. Cuando se aplica una tensio´n, v(t) =M(q(t))i(t) =M(wm(t))i(t). La frontera entre
la regio´n dopada y la regio´n no dopada en presencia de una tensio´n, se movera´ en funcio´n
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del tiempo con lo cual la variacio´n del ancho de la regio´n dopada se puede expresar de la
siguiente forma [55]:
dwm(t)
dt
= vD = η
µDRon
D
i(t) (1-25)
Donde η = ±1 representa la polaridad del memristor segu´n sea que al aplicar la tensio´n la
regio´n dopada se extienda o se contraiga, µD es la movilidad io´nica y es de aproximadamente
del orden de 10−10cm2/V.s. Integrando la ecuacio´n (1-25) se obtiene
wm(t) = wm0 + ηDq(t)/Q0 (1-26)
El valor Q0 = D
2/µDRon representa la cantidad de carga que debe moverse a trave´s del
memristor para que la frontera se mueva una distancia D, y wm0 representa el ancho inicial
de la regio´n dopada. Reemplazando este resultado en la ecuacio´n (1-24) obtenemos
M(q) = Ro − η∆Rq/Q0 (1-27)
Donde se definio´ el valor R0 el cual representa la resistencia inicial del memristor
Ro =
wm0
D
Ron +
(
1− wm0
D
)
Roff (1-28)
La ecuacio´n que se resolvera´ para determinar la tensio´n en el memristor es
v(t) =M(q)i(t) =
(
Ro − η∆Rq
Q0
)
dq
dt
(1-29)
Sujeta a la condicio´n inicial q(0) = 0, obteniendo [55]
q(t) =
Q0Ro
η∆R
[
1−
√
1− η 2∆R
Q0R2o
φ(t)
]
(1-30)
i(t) =
v(t)
Ro
1√
1− 2η∆Rφ(t)/Q0R2o
=
v(t)
M(t)
(1-31)
A continuacio´n se muestran los resultados de las simulaciones realizadas en Octave (Ver
programas en el Ape´ndice B)
En la gra´fica (1.10(a)) se muestra la sen˜al que se aplico´ en la simulacio´n cuya amplitud fue
de 1×10−6V , con una frecuencia de f = 0,8Hz, por una parte se presentan las gra´ficas de las
ecuaciones (1-30) (Solucio´n exacta) y por otra parte se resolvio´ la ecuacio´n (1-29) utilizando
me´todos nume´ricos. Los resultados son exactamente iguales.
La gra´fica de la carga se muestra en (1.10(d)) y la de memristancia en (1.10(c)). En e´sta
u´ltima es interesante observar que la memristancia var´ıa (en esta simulacio´n) entre aproxima-
damente los 80kΩ y los 180kΩ lo que quiere decir que los valores de resistencia son bastante
altos y pueden llegar a ser apropiados para el uso en componentes electro´nicos nanome´tricos.
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Figura 1-10.: Gra´ficas del memristor de HP
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El comportamiento ma´s importante se observa en la gra´fica (1.10(e)), en la cual se muestra
que el memristor no consume energ´ıa cuando se suprimen las fuentes externas, es decir la
potencia del dispositivo p = 0 cuando no se le aplica ninguna tensio´n. E´sta ”propiedad” del
dispositivo es lo que permitira´ el disen˜o de equipos electro´nicos con bajo consumo de po-
tencia y por otra parte se pretende que la informacio´n almacenada all´ı cuando se prenda un
computador por ejemplo, se restablezca tal y como se hab´ıa dejado en su ultima utilizacio´n,
como se menciono´ anteriormente, esto se puede explicar debido a que cuando el memristor
se polariza, la estructura interna del memristor se modifica es decir se hacen cambios es-
tructurales del material. Cuando la tensio´n se suprime la estructura no puede cambiar a su
estado anterior ”recordando” lo que le hab´ıa sucedido puesto que mantiene ese estado hasta
que una nueva polarizacio´n ocurra. Este es el principio que se esta´ estudiando actualmente
para los arreglos de memorias que se construira´n con resistencias, las llamadas RRAM.
Ana´lisis de la curva de flujo
Utilizando la ecuacio´n (1-27) M(q) = Ro − η∆Rq/Q0, y dado que M(q) = dϕdq se tiene
integrando que ϕ =
∫
M(q)dq de donde se obtiene que para el caso propuesto por Williamss,
el flujo en el memristor esta´ dado por ϕ = Roq − η∆R
Q0
q2
2
cuya gra´fica se presenta en 1.10(f)
1.3.2. Modelo no lineal
En [23–25] se presentan ana´lisis en el que se resalta que el modelo lineal tiene varias simpli-
ficaciones importantes desde el punto de vista de la electrodina´mica. En primer lugar, cuan-
do se aplican pequen˜as tensiones al dispositivo nanome´trico se producen campos ele´ctricos
grandes; As´ı la posicio´n de la frontera io´nica se movera´ de una manera no lineal. Adema´s
McDonald resalta el hecho de que la frontera wm podr´ıa en realidad nunca ser de longitud
cero pues esto indicar´ıa que f´ısicamente no existen vacancias de ox´ıgeno que son la carac-
ter´ıstica del memristor. De otra parte, el dispositivo completo podr´ıa potencialmente estar
dopado con vacancias de ox´ıgeno. Al modelar el cambio de estado como una masa sujeta a
un resorte, la velocidad de deriva de la frontera io´nica, vD, podr´ıa ser mayor en el centro del
dispositivo y reducirse fuertemente cuando se aproxime a las fronteras (wm = 0 o´ wm = D).
El modelo lo presentan en la ecuacio´n (1-25):
vD =
dwm
dt
= η
µDRon
D
i(t)F (
wm
D
) (1-32)
La funcio´n F (wm
D
) puede tener su valor ma´s grande en el centro, digamos (wm/D = 0,5) y
ser cero en las fronteras es decir wm = 0 y wm = D, en [55] define que la funcio´n puede estar
definida por:
Fp = 1−
(
2
wm
D
− 1
)2p
(1-33)
16 1 Teor´ıa del Memristor y Sistemas Memristivos
Donde p es un entero positivo. Las gra´ficas de varias funciones Fp se muestran en la figura (1-
11), en las cuales se observa que para diferentes valores de p la curva se va ”achatando” ma´s
alrededor de wm/D = 0,5 lo que quiere decir que cuando se esta´ polarizando el dispositivo
en el centro luego de un tiempo el movimiento de los iones se disminuye notablemente.
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Figura 1-11.: Gra´fica para simular la no linealidad interna del memristor
Funcionamiento interno
En [5] se propone que ”El comportamiento memristivo del dispositivo propuesto por Wi-
lliams en [3] esta´ basado en el acople entre los grados de libertad del transporte ato´mico
(ej: las vacancias de ox´ıgeno actu´an como dopantes mo´viles que definen el estado interno del
dispositivo) y de electrones”. La corriente electro´nica fluye a trave´s del dispositivo dina´mi-
camente cambiando su estado interno, el cual a su vez, influencia el transporte de electrones
en una forma no lineal.
El transporte io´nico se basa en las caracter´ısticas microsco´picas del sistema las cuales en
general son dif´ıciles de controlar, especialmente a nivel nanome´trico. Por e´sta razo´n es que
se utiliza una funcio´n con diferentes grados de libertad que simulen el comportamiento
memristivo deseado.
En [4] se muestra que tales grados de libertad se deben al spin del electro´n y muestran que el
comportamiento memristivo es comu´n en una amplia clase de dispositivos semiconductores
espintro´nicos, adema´s de explicar el proceso f´ısico del funcionamiento de la memorizacio´n en
un memristor desde el punto de vista de ”crossbar” o barras cruzadas de memristores usados
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como switches o como almacenamiento de memoria digital.
1.3.3. Otros modelos matema´ticos
En varios art´ıculos [1, 13] se proponen otros modelos matema´ticos para el memristor, se
muestra la revisio´n de las ecuaciones y de los comportamientos que tienen, el resto del
trabajo utilizaremos uno de los memristores que aq´ı se propone M(q) = 1 + q2
Memristor Polino´mico
Hasta ahora es claro que las ecuaciones de estado de los memristores se pueden escribir como:
Ley de Ohm15
v = R(x)i (1-34)
Y su ecuacio´n de estado interna
dx
dt
= i (1-35)
De manera ma´s general los sistemas memristivos permiten escribir las ecuaciones anteriores
como
Ley de Ohm
v = R(x, i)i (1-36)
Y su ecuacio´n de estado interna
dx
dt
= f(x, i) (1-37)
Donde R(x, 0) 6=∞ para asegurar que se satisfaga la condicio´n que v = 0 si y solo si i = 0,
adema´s x = (x1, x2, . . . , xn) denota el vector con n variables internas de estado x1, x2, . . . xn.
Conservando la relacio´n v = R(x)i es posible escribir una expresio´n para la variable de estado
x como una familia generadora de memristores as´ı:
dx
dt
= a1x+ a2x
2 + · · ·+ anxn + b1i+ b2i2 + · · ·+ bmim +
p,r∑
j,k=1
cjkx
jik (1-38)
Asignando valores nume´ricos a las constantes se genera una gran familia de memristores
distintos, originados todos ellos a partir de (1-34) y (1-35).
15x puede representar la carga
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Seleccionando un memristor
Como en [13] tomemos un caso particular en el cual la variable de estado es x = q, b1 = 1 y
el resto de coeficientes son cero. al aplicar una sen˜al senoidal i(t) = Acos(ωt) para t ≥ 0 se
tiene que
dq
dt
= i (1-39)
Adema´s supongamos que ϕ(q) esta´ definida como:
ϕ(q) = q +
1
3
q3 (1-40)
de donde se tiene que la memristancia esta´ dada por:
M(q) =
ϕ(q)
dq
= 1 + q2 (1-41)
La carga q(t) es la integral de [0, t] de la corriente de manera que:
q(t) =
∫ t
0
i(τ)dτ =
∫ t
0
Acos(ωτ)dτ =
A
ω
sen(ωt) (1-42)
Al reemplazar (1-42) en (1-40) se obtiene que el flujo esta´ dado por:
ϕ(t) =
Asen(ωt)
ω
(
1 +
A2
ω2
sen2(ωt)
)
(1-43)
Para obtener la tensio´n se hace la derivada v = dϕ
dt
y se obtiene:
v(t) =
cos (t ω) A
(
3 sin (t ω)2A2 + ω2
)
ω2
(1-44)
1.4. Emulacio´n del memristor utilizando circuitos
electro´nicos
Actualmente es bastante amplia la gama de disen˜os que emulan el comportamiento del
memristor [27–36], es interesante analizar algunos emuladores que se han disen˜ado con el
a´nimo de estudiar el comportamiento memristivo usando simuladores como SPICE,PSPICE
o LTSPICE, el circuito que aqu´ı se disen˜o esta´ basado en estas propuestas de memristor
y se puede apreciar en la figura (1-12) en el cual se utilizo´ el software gratuito LTSpice,
empleado para la simulacio´n de circuitos ele´ctricos y electro´nicos.
La sen˜al de entrada es una tensio´n Vin(t) = Asen(2 ∗ pift), se utilizo´ en este caso A = 1,
f = 60Hz es la frecuencia en Hertz de la sen˜al de entrada. En la figura (1-13) se puede
apreciar la curva caracter´ıstica del memristor que se produce al graficar la corriente (canal
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Figura 1-12.: Circuito emulador del memristor
Figura 1-13.: Curva caracter´ıstica del memristor
A) contra la tensio´n producida en el integrador (canal B), como lo plantea Chua [13] si la
curva v vs i se corta en (0, 0) cuando la sen˜al de entrada es perio´dica el dispositivo es un
memristor.
Las curvas de tensio´n aplicada y corriente se pueden apreciar en la figura (1-14):
Como se puede apreciar se hizo el montaje teo´rico y experimental y se obtuvo la curva de
histe´resis, lo que garantiza que es un memristor.
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Figura 1-14.: Curvas de tensio´n y corriente
Figura 1-15.: Curva caracter´ıstica del memristor en el osciloscopio
1.5. Netlogo
Un software que permite la emulacio´n del memristor se llama Netlogo, en el cual se si-
mulo´ el memristor de Hewlett Packard, se obtuvieron los siguientes resultados al realizar la
simulacio´n:
En la gra´fica (1-16) se observa que cuando la tensio´n se aplica al dispositivo propuesto por
H.P., la corriente empieza a circular, e´sta corriente tiene dos componentes que corresponden
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Figura 1-16.: Simulacio´n del memristor en Netlogo
con la corriente electro´nica y la corriente io´nica, por tal razo´n la corriente sufre una defor-
macio´n respecto a la sen˜al de entrada, al graficar tensio´n v vs corriente i, se muestra que el
dispositivo es un memristor pues se corta y a entrada cero, salida cero.
El co´digo es el siguiente:
;Definicion general de los iones
ı¨✮✮¿breed [iones ion] ;Son los iones
globals [
v0
r0
D
Ron
Roff
muv
beta
r
]
to configurar
ca
set v0 1.0
set D 1.0E-8
set Ron 2.0E3
set Roff 160.0E3
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set muv 1.0E-14
set beta (D * D) / muv
set r Roff / Ron
set r0 anchodopaje / D * 1.0E-6 + ( 1 - anchodopaje / D) * 2.0E-5
set-default-shape turtles "circle" ;Da forma a las tortugas
borde ;Crea el borde
crt num-iones ;Crea la cantidad de iones
[aleatorios]
reset-ticks
end
to Adelantar
tick
if (lapiz = true ) [ask turtles [pd]]
ifelse (v0 * sin(omega * ticks) >= 0) [
ask turtles [set heading 90 rebotar fd 0.1 ]
][
ask turtles [set heading 270 rebotar fd 0.1 ]
]
end
to borde ;Formato del borde
ask patches with [abs pxcor = max-pxcor]
[set pcolor green]
ask patches with [abs pycor = max-pycor]
[set pcolor green]
end
to aleatorios
set color blue
setxy random-xcor random-ycor
while [xcor > anchodopaje][setxy random-xcor random-ycor]
if pcolor = green
[aleatorios]
end
to rebotar
if abs[pxcor] of patch-ahead 0.1 = max-pxcor
[set heading (- heading)]
if abs[pycor] of patch-ahead 0.1 = max-pycor
[set heading (180 - heading)]
end
to grafica
set-current-plot "Histeresis"
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;; definimos el rango del eje y entre 0 y 3
set-plot-y-range -1.5E-6 1.5E-6
set-plot-x-range -1.5E-6 1.5E-6
;set- current-plot "Histeresis"
;plotxy (v0 * sin(omega * ticks))/(1.05E-5 *
sqrt(abs (1 + 3.45E8 * v0 * cos(omega * ticks)) / omega))v0
*sin(omega * ticks)
;set-current-plot-pen "comparacion"
plotxy (v0 * sin(omega * ticks)) v0 * sin(omega * ticks)
/ (Ron * (r * r + 2.0 * v0 * (r - 1.0) * cos(omega * ticks)
/(beta * omega) ^ 0.5));
end
El software permite explorar las opciones de movimiento que muestren el comportamiento
del memristor.
2. Circuitos No lineales
Debido a que el memristor es un elemento no lineal y se incluira´ en circuitos en el pro´ximo
cap´ıtulo, se hace necesaria la presentacio´n de una revisio´n de circuitos no-lineales, teor´ıa
y ejemplos, lo cual se hace desde la perspectiva presentada en [37, 38], se muestra una
recopilacio´n de los conceptos y te´cnicas ma´s relevantes a la hora de analizar los circuitos y
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y no-lineales.
2.1. Elementos y circuitos no lineales
El ana´lisis de circuitos busca determinar la soluciones (tensiones y corrientes) que se obtienen
cuando se conectan diversos elementos, es posible que el circuito no tenga solucio´n, tenga
u´nica o infinitas soluciones. En la actualidad los sistemas de computo permiten resolver
diversos circuitos cada vez ma´s complejos y con elementos no lineales cuyos ana´lisis en
general no son tan simples y en la mayor´ıa de los casos es necesario hacer aproximaciones
nume´ricas para resolverlos.
Un elemento de circuitos se denomina elemento lineal si su relacio´n algebraica entre tensio´n
y corriente instanta´neas es lineal, si esto no ocurre se dice que el elemento es no-lineal. Un
circuito se denomina circuito lineal si contiene elementos lineales y fuentes independientes
de tensio´n o corriente, las cuales son consideradas en general como entradas de los circuitos
y las soluciones son consideradas como las respuestas a estas entradas. Se dira´ que todo
circuito que no cumple la condicio´n de linealidad es un circuito no-lineal.
A continuacio´n se muestran algunos elementos no lineales:
El diodo: Un elemento muy utilizado dentro de la teor´ıa de circuitos es el diodo ideal, el
cual se puede considerar como un resistor no lineal cuya curva caracter´ıstica en el plano v− i
se puede ver en la figura (2-1) la cual esta´ constituida por dos l´ıneas rectas as´ı, si la tensio´n
VD < 0 la corriente ID = 0, si la tensio´n VD = 0 la corriente ID →∞, esto es:
RD = {(VD, ID):VDID = 0, ID = 0 para VD < 0, y VD = 0, para ID > 0}
Lo cual quiere decir que cuando el diodo se polariza de manera inversa el circuito se abre y
no circula ninguna corriente, mientras que cuando el diodo se polariza de manera directa,
hay flujo de corriente. La potencia consumida por un diodo ideal es ide´nticamente cero en
cualquier instante de tiempo.
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Figura 2-1.: Diodo ideal
Diodo juntura pn: Es un diodo cuya relacio´n entre v − i se puede apreciar en la figura
(2-2) y esta´ dada por,
i = Is
[
exp
(
v
VT
)
− 1
]
(2-1)
Donde Is es una constante en microamperios y representa la corriente inversa de saturacio´n
es decir la corriente que conduce el diodo cuando esta´ polarizado con un gran voltaje inverso.
El voltaje VT =
kT
q
se denomina el voltaje te´rmico, donde q es la carga del electro´n y k la
constante de Boltzman, T la temperatura en grados Kelvin. En la ecuacio´n (2-1) se puede
apreciar que la relacio´n entre la tensio´n y la corriente es una funcio´n no lineal, esto significa
que para cualquier voltaje dado la corriente es u´nica. Cualquier resistor no lineal que tiene
e´sta propiedad se denomina resistor no lineal controlado por tensio´n.
Figura 2-2.: Diodo Juntura-pn
En conclusio´n, un elemento de circuitos no-lineal relaciona las variables a trave´s de funciones
no lineales, lo cual introduce armo´nicos cuando se incluyen en los circuitos. La solucio´n de
este tipo de circuitos en general no se pueden hacer de forma anal´ıtica debido a que las
ecuaciones que resultan son ecuaciones no lineales, as´ı que es necesario recurrir a otras
te´cnicas para resolverlos.
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Ejemplo 2 Circuito no lineal: En la figura (2-3) se muestra una fuente de tensio´n E,
una resistencia R y un diodo D no ideal cuya relacio´n entre tensio´n y corriente esta´ dada por
la ecuacio´n (2-2) y cuya curva caracter´ıstica se puede apreciar en la figura (2-4a). Debido
a que el circuito contiene un elemento no lineal que es el diodo, el circuito se denomina
circuito no lineal.
ID = IS(e
VD/VTh − 1) (2-2)
Escribimos la 1LCK para el nodo de voltaje conocido:
E − VD
R
= ID (2-3)
Al reemplazar la ecuacio´n (2-2) en la ecuacio´n (2-3) se obtiene:
E − VD
R
− IS(eVD/VTh − 1) = 0 (2-4)
E´sta ecuacio´n debe ser resuelta por me´todos nume´ricos o aproximativos.
Figura 2-3.: Circuito no lineal
Para estudiar con mayor profundidad la solucio´n de e´ste tipo de ecuaciones puede remitirse
al libro de Burden [39].
2.2. Me´todo: Linealizacio´n a trozos
El me´todo ”Piecewise linear”2 consiste en transformar una funcio´n no lineal en varias funcio-
nes lineales y luego utilizar las bien conocidas te´cnicas para solucio´n de circuitos lineales. Al
utilizar una aproximacio´n se cometen errores al resolver los circuitos, lo cuales se minimizan
1Ley de corrientes de Kirchoff
2La traduccio´n es como linealizacio´n a trozos, por secciones o por partes
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dependiendo de la fineza en la linealizacio´n inicial. Un estudio amplio del me´todo se presenta
en [40–42], ejemplos relacionados con el me´todo se pueden encontrar en [43–46].
En la seccio´n (2.1) se presento´ un diodo ideal y uno real, en la figura (2-4) en a) se muestra
una curva t´ıpica de un diodo real, en la b) se muestra una curva aproximada o de diodo ideal
caracterizada por dos rectas, una linealizacio´n a trozos de la curva:
RD = {(VD, ID):VDID = 0, ID = 0 para VD < 0, y VD = 0, para ID > 0}
Figura 2-4.: Linealizacio´n de la curva del diodo real
Al analizar el circuito no-lineal de la figura (2-3) utilizando la linealizacio´n propuesta para
el diodo real se separan cada una de las secciones en el circuito y se utilizando las te´cnicas de
circuitos lineales obtenemos las soluciones correspondientes, finalmente el circuito no lineal
se ha resuelto de manera aproximada.
1. Cuando el diodo esta´ polarizado en el sentido de la corriente, su estado es ON, es decir
corto circuito como en la figura 2.5(a). En este caso la corriente
ID =
E
R
(2-5)
y la tensio´n en la resistencia es
VR = RID = E (2-6)
2. Cuando el diodo esta´ polarizado en el sentido contrario al de la corriente, su estado es
OFF, es decir es un circuito abierto como en la figura 2.5(b) se tiene que
ID = 0 (2-7)
y as´ı
VR = 0 (2-8)
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(a) Diodo en conduccio´n ON
(b) Diodo en circuito abierto OFF
Figura 2-5.: Comportamiento del diodo ideal
Se pude apreciar que hay circuitos no-lineales para los cuales se pueden aplicar algunas te´cni-
cas sencillas para resolverlos, sin embargo en su mayor´ıa, los circuitos no-lineales requieren
te´cnicas ma´s avanzadas para aproximar la solucio´n.
2.3. Me´todo de balance armo´nico
Muchos sistemas f´ısicos no lineales pueden ser representados por una conexio´n realimentada
con un elemento lineal y otro no lineal, como se muestra en la figura (2-6), en [47–50] se
analiza el me´todo del balance armo´nico para este tipo de sistemas, aqu´ı se presenta un
resumen del me´todo, en el Cap´ıtulo 3 se aplica para un memristor particular siguiendo el
ana´lisis presentado en [49].
Supongamos que G(s) es una funcio´n de transferencia racional estrictamente propia y ψ
representa la no-linealidad sin memoria invariante en el tiempo, adema´s en principio la
entrada es v(t) = 0 y se estudia la existencia de soluciones perio´dicas cuando las entradas
son perio´dicas. Una solucio´n perio´dica satisface que y(t) = y(t + T ) para todo t, y T = 2pi
ω
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Figura 2-6.: Feedback de un sistema f´ısico no lineal
donde ω es la frecuencia de oscilacio´n. El me´todo del balance armo´nico pretende representar
la solucio´n del sistema por una serie compleja de Fourier truncada y buscar una frecuencia
de oscilacio´n ω y unos coeficientes que satisfagan la ecuacio´n del sistema. Supongamos que
y(t) se puede representar como una serie de Fourier compleja de la siguiente forma:
y(t) =
∞∑
k=−∞
akexp(jkωt)
Donde j =
√−1 es la unidad imaginaria, ak son los coeficientes de la serie y 3ak = a¯k.
Dado que ψ(·) representa la no-linealidad invariante en el tiempo, ψ(y(t)) es perio´dica con
la misma frecuencia de y as´ı:
ψ(y(t)) =
∞∑
k=−∞
ckexp(jkωt)
Donde cada coeficiente complejo ck es una funcio´n de los coeficientes ai. Para que y(t) sea
solucio´n del sistema realimentado debe satisfacer la ecuacio´n diferencial:
d(p)y(t) + n(p)ψ(y(t)) = 0
donde p es el operador diferencial p(·) = d(·)/dt y n(s) y d(s) son el numerador y el deno-
minador de la funcio´n racional G(s). Adema´s se cumple:
pexp(jωt) =
d
dt
exp(jkωt) = jkωexp(jkωt)
Se tiene que,
d(p)
∞∑
k=−∞
akexp(jkωt) =
∞∑
k=−∞
d(jkω)akexp(jkωt)
3a¯k es el conjugado del coeficiente ak
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y
n(p)
∞∑
k=−∞
ckexp(jkωt) =
∞∑
k=−∞
n(jkω)ckexp(jkωt) (2-9)
Substituyendo estas expresiones en la ecuacio´n diferencial se tiene,
∞∑
k=−∞
[d(jkω)ak + n(jkω)ck]exp(jkωt) = 0 (2-10)
Debido a la ortogonalidad de las funciones exp(jkωt) para diferentes valores de k, encontra-
mos que los coeficientes de Fourier deben satisfacer,
G(jkω)ck + ak = 0 (2-11)
para todo entero k. Debido a que G(jkω) = G¯(−jkω), ak = a¯−k y ck = c¯−k basta con
encontrar valores para k ≥ 0. La ecuacio´n (2-11) es una ecuacio´n de infinitas dimensiones
y puede ser muy dif´ıcil de resolver, razo´n por la cual es necesario buscar una ecuacio´n de
dimensiones finitas que aproxime a (2-11). Supongamos que es posible hallar un valor de q
tal que para todo k > q, |G(jkω)| es lo bastante pequen˜o como para reemplazar G(jkω) por
0 y consecuentemente ak tambie´n. Esta suposicio´n reduce la ecuacio´n (2-11) a un problema
de dimensio´n finita:
Gˆ(jkω)cˆk + aˆk = 0 (2-12)
Donde los acentos en la ecuacio´n (2-12) solamente enfatizan que esta solucio´n corresponde
con una aproximacio´n de (2-11). Supongamos que se resolvera´ el problema cuando q = 1
resultando el sistema:
Gˆ(0)cˆ0(aˆ0, aˆ1) + aˆ0 = 0 (2-13)
Gˆ(jω)cˆ1(aˆ0, aˆ1) + aˆ1 = 0 (2-14)
Note que se definen dos ecuaciones una real (2-13) y otra compleja (2-14) con dos valores
reales desconocidos que son ω y aˆ0 y un valor complejo desconocido aˆ1. Escogiendo apropia-
damente que el primer armo´nico de y(t) sea asenωt con a ≥ 0 se encuentra que aˆ1 = a2j lo
que permite reescribir las ecuaciones (2-13) y (2-14) como:
Gˆ(0)cˆ0
(
aˆ0,
a
2j
)
+ aˆ0 = 0 (2-15)
Gˆ(jω)cˆ1
(
aˆ0,
a
2j
)
+
a
2j
= 0 (2-16)
Debido a que (2-15) no depende de ω, puede ser resuelta para aˆ0 como una funcio´n de a. Si
adema´s ψ(·) es una funcio´n impar, esto es:
ψ(−y) = −ψ(y)
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Entonces los coeficientes aˆ0 = cˆ0 = 0 debido a que,
cˆ0 =
ω
2pi
∫ 2pi/ω
0
ψ(aˆ0 + asenωt)dt
Se puede escribir (2-16) como:
Gˆ(jω)cˆ1
(
0,
a
2j
)
+
a
2j
= 0 (2-17)
de donde se obtiene que,
cˆ1(0, a/2j) = −j ω
pi
∫ pi/ω
0
ψ(asenωt)senωtdt
Resultando entonces la definicio´n de Ψ(a) como:
Ψ(a) =
cˆ1(0, a/2j)
a/2j
=
2pi
aω
∫ ω/pi
0
ψ(asenωt)senωtdt (2-18)
as´ı que (2-17) se puede reescribir como,
G(jω)Ψ(a) + 1 = 0 (2-19)
La ecuacio´n (2-19) es conocida como la ecuacio´n de balance armo´nico de primer orden o
simplemente ecuacio´n de balance armo´nico. La funcio´n Ψ(a) definida en (2-18) se denomina
la funcio´n descriptiva de la no-linealidad ψ. En general se planteo´ que la funcio´n puede ser
compleja y dependiente de ω y a, pero se utilizara´n solamente funciones impares, invariantes
en el tiempo, y no-linealidades sin memoria que produzcan funciones Ψ(a) reales y que
dependan solamente de a as´ı:
Ψ(a) =
2
pia
∫ pi
0
ψ(asenθ)sinθdθ (2-20)
En el Cap´ıtulo 3 en la seccio´n (3.2) se hara´ un ejemplo de la te´cnica descrita incluyendo
memristores.
2.4. Soluciones Nume´ricas
Los circuitos no lineales en general se modelan a trave´s de sistemas de funciones no lineales,
algunas formas de solucio´n de estos sistemas se muestran en e´sta seccio´n.
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2.4.1. Ana´lisis usando transformada de Taylor
Una de las te´cnicas empleadas para la solucio´n de ecuaciones diferenciales no lineales es
conocida como la Transformada Diferencial de Taylor (TDT), aunque el me´todo tiene
bastantes deficiencias a la hora de la convergencia, se presenta una revisio´n de la teor´ıa de
la transformada [51–53], en el pro´ximo cap´ıtulo se utiliza para resolver el circuito MRLC.
Taylor aproximo´ una funcio´n anal´ıtica de acuerdo con:
x(t) =
∞∑
k=0
x(k)(t0)
k!
(t− t0)k (2-21)
Donde t0 representa el punto alrededor del cual se desarrolla la serie de la funcio´n x(t), y
x(k)(t0) =
dkx
dtk
∣∣∣
t=t0
representa la derivada k−e´sima de la funcio´n evaluada en el punto t = t0.
En particular cuando t0 = 0 la serie se denomina serie de Mclaurin y se presenta como:
x(t) =
∞∑
k=0
x(k)(0)
k!
tk =
∞∑
k=0
dkx(t)
dtk
∣∣∣∣
t=0
tk
k!
(2-22)
En [51, 52] se propone el uso de la te´cnica que permite analizar circuitos no lineales y es
conocida como la Transformada Diferencial de Taylor (TDT); consiste en tomar de (2-21)
la transformacio´n de una funcio´n original con argumento continuo, por ejemplo el tiempo,
en una funcio´n imagen con argumento discreto, los coeficientes resultantes se llamara´n de la
misma forma, discretos.
La transformacio´n se escribe como
X(k) =
Hk
k!
[
dkx(t)
dtk
]
(2-23)
Con transformada inversa dada por
x(t) =
∞∑
k=0
(
t
H
)k
X(k) (2-24)
La ecuacio´n (2-23) es la transformacio´n directa de la funcio´n x(t) ∈ Rn como una funcio´n
continua en el tiempo t ∈ [0, H] y su respectiva transformacio´n X(k) ∈ Rn como una funcio´n
de argumento discreto k = 0, 1, . . . ,∞. La ecuacio´n (2-24) es la transformacio´n inversa X(k)
en x(t); H es un coeficiente normalizado.
Al darle valores en la ecuacio´n (2-23) k = 0, 1, 2, 3 enX(k) se obtienen argumentos espec´ıficos
k ∈ Nn son llamados valores discretos as´ı por ejemplo con k = 0 se obtiene:
X(0) =
H0
0!
[
d0
dt0
x(t)
]
t=0
= x(0) (2-25)
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Si la variable independiente representa el tiempo entonces la variable dependiente representa
la posicio´n de un objeto, x(0) corresponde a la posicio´n inicial del objeto. Por otra parte
para k = 1 se tiene X(1):
X(1) =
H1
1!
[
d1
dt1
x(t)
]
t=0
= Hx˙(0) (2-26)
El cual representa la velocidad inicial del objeto. Por otra parte para k = 2 se tiene X(2) es
el segundo discreto dado por:
H2
2!
[
d2
dt2
x(t)
]
t=0
=
H2
2
x¨(0) (2-27)
E´ste representa la aceleracio´n inicial del objeto. As´ı sucesivamente se pueden determinar los
otros valores. De la ecuacio´n (2-23) se sigue que la funcio´n x(t) y sus derivadas en el punto
t = 0 en la forma del operador sera´n transformadas en el espectro diferencial discreto. A su
vez, lo discreto permite reescribir la funcio´n x(t) en su forma extendida de la serie de Taylor.
Ejemplo 3 : La Transformada Diferencial de Taylor de la funcio´n x(t) = e−t, alrededor
de t = 0.
La funcio´n imagen para e´sta funcio´n es:
X(k) =
Hk
k!
[
dke−t
dtk
]
t=0
=
(−H)k
k!
[
e−t
]
t=0
=
(−H)k
k!
(2-28)
Donde se ha reemplazado la variable t por la variable H que representa el tiempo discreto.
Por tal razo´n, la funcio´n discreta X(k), que representan la funcio´n exponencial e−t, tiene
coeficientes X(0) = 1, X(1) = −H, X(2) = H2/2!, X(3) = −H3/3!, etc.
Conociendo su representacio´n discreta X(k) = (−H)
k
k!
al reemplazar en la (2-24) se obtiene:
x(t) =
∞∑
k=0
(
t
H
)k
X(k) =
∞∑
k=0
(
t
H
)k
(−H)k
k!
= 1− t+ t
2
2!
+ . . . = e−t (2-29)
Que es efectivamente el desarrollo en serie de Taylor de la funcio´n x(t) = e−t.
Entonces si un circuito lineal o no lineal puede ser analizado utilizando una serie de Taylor
u otro tipo de serie en un intervalo de tiempo restringido, entonces su modelo matema´tico
puede ser obtenido usando la transformada diferencial de Taylor (TDT) independientemen-
te de su no linealidad. Se presentan varias fo´rmulas matema´ticas en el dominio discreto,
construyendo finalmente una tabla con los resultados. Cuando finalmente logramos trans-
formar las ecuaciones de un circuito en el dominio discreto, resulta un conjunto discreto de
ecuaciones diferenciales como modelo matema´tico. La solucio´n de e´stas u´ltimas ecuaciones
son la solucio´n del circuito y al pasarlo al dominio del tiempo, se obtiene la solucio´n x(t)
desarrollada en serie de Taylor.
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Tabla 2-1.: Reglas de transformacio´n TDT (a es una constante, δ(k) es la delta de
Kronecker)
Expresiones en el dominio del tiempo Expresiones en el dominio de la TDT
ax(t) aX(k)
d
dt
x(t) k+1
H
X(k + 1)
dnx(t)
dtn
(k+n)!
k!Hn
X(k + n)∫
x(t)dt H
k
X(k − 1) + aδ(k)
x(t)y(t)
∑k
l=0X(l)Y (k − l)
a aδ(k)
tn Hnδ(k − n)
{tn}v, en (t = tv)
∑n
l=0
n!
l!(n−l)!
tn−lH lδ(l − k)
eat (aH)
k
k!
sin(at) (aH)
k
k!
sen(k pi
2
)
2.4.2. Propiedades Transformada Diferencial de Taylor
En la tabla (2-1) se presentan algunas propiedades de la TDT que a continuacio´n se van a
demostrar. Se empieza por lo siguiente, si y(t) = dx(t)
dt
entonces la transformada diferencial
de Taylor Y (k) = k+1
H
X(k + 1), de la siguiente forma:
Y (k) =
Hk
k!
[
dk
dtk
dx(t)
dt
]
t=0
=
Hk
k!
[
dk+1
dtk+1
x(t)
]
t=0
=
k + 1
H
[
Hk+1
(k + 1)!
dk+1
dtk+1
x(t)
]
t=0
=
k + 1
H
X(k + 1) (2-30)
Ahora probemos que la transformada diferencial de Taylor de y(t) = d
2x(t)
dt2
es igual a Y (k) =
(k+2)!
k!H2
X(k + 2), de la siguiente forma:
Y (k) =
Hk
k!
[
dk
dtk
d2x(t)
dt2
]
t=0
=
Hk
k!
[
dk+2
dtk+2
x(t)
]
t=0
=
(k + 2)!
k!H2
[
Hk+2
(k + 2)!
dk+2
dtk+2
x(t)
]
t=0
(2-31)
Y (k) =
(k + 2)!
k!H2
X(k + 2)
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Razonando de manera similar, se obtiene que si y(t) = d
nx(t)
dtn
su transformada es Y (k) =
(k+n)!
k!Hn
X(k + n)
Si y(t) =
∫
x(t)dt entonces consiste en demostrar que Y (k) = H
k
X(k − 1) + aδ(k), para lo
cual procedemos como sigue:
Supongamos que y(t) =
∫ t
0
x(τ)dτ y por supuesto que x(0) es constante, entonces aplicamos
la TDT y obtenemos
Y (k) =
Hk
k!
[
dk
dtk
∫ t
0
x(τ)dτ
]
=
Hk
k!
[
dk−1
dtk−1
x(t) + a
]
=
H
k
[
dk−1
dtk−1
x(t)
]
+ aδ(k)
=
H
k
X(k − 1) + aδ(k) (2-32)
Ahora si se tiene una funcio´n w(t) = x(t)y(t) entonces consiste en demostrar que la TDT
para
W (k) =
k∑
l=0
X(l)Y (k − l) =
k∑
l=0
Y (l)X(k − l) (2-33)
de la siguiente forma, se procedera´ a hacerlo para k = 0, 1, 2, 3 y si se quiere es posible hacer
la prueba por induccio´n matema´tica.
Se asume que X(k) = H
k
k!
[
dk
dtk
x(t)
]
t=0
y que Y (k) = H
k
k!
[
dk
dtk
y(t)
]
t=0
La transformada del producto se puede expresar como:
X(k) ∗ Y (k) = H
k
k!
[
dkx(t)y(t)
dtk
]
t=0
(2-34)
(1) Para k = 0 en la ecuacio´n (2-33) se obtiene que X(0) = x(0) y Y (0) = y(0) entonces se
tiene:
X(0) ∗ Y (0) = H
0
0!
[x(t)y(t)]t=0 = x(0)y(0) = X(0)Y (0) (2-35)
(2) Para k = 1 se tiene X(1) = H
[
dx(t)
dt
]
t=0
; Y (1) = H
[
dx(t)
dt
]
t=0
as´ı:
X(1) ∗ Y (1) = H
[
dx(t)y(t)
dt
]
t=0
= H
[
dx(t)
dt
y(t) + x(t)
dy(t)
dt
]
t=0
= H
[
dx(t)
dt
]
t=0
y(0) + x(0)H
[
dy(t)
dt
]
t=0
= X(1)Y (0) +X(0)Y (1) (2-36)
36 2 Circuitos No lineales
(3) Para k = 2 se obtiene
X(2) =
H2
2
[
d2x(t)
dt2
]
t=0
; Y (2) =
H2
2
[
d2y(t)
dt2
]
t=0
(2-37)
Haciendo la transformacio´n del producto para este caso se tiene:
X(2) ∗ Y (2) = H
2
2
[
d2x(t)y(t)
dt2
]
t=0
=
H2
2
[
d2x(t)
dt2
y(t) + 2
dx(t)
dt
dy(t)
dt
+ x(t)
d2y(t)
dt2
]
t=0
=
H2
2
[
d2x(t)
dt2
]
t=0
y(0) +H
[
dx(t)
dt
]
t=0
H
[
dy(t)
dt
]
t=0
+x(0)
H2
2
[
d2y(t)
dt2
]
t=0
= X(2)Y (0) +X(1)Y (1) +X(0)Y (2) (2-38)
(4) De (1), (2) y (3) anteriores se puede mostrar que la transformacio´n para el producto es
la relacio´n escrita en la ecuacio´n (2-33):
W (k) =
k∑
l=0
X(l)Y (k − l) =
k∑
l=0
Y (l)X(k − l) (2-39)
La Transformada Diferencial de Taylor presenta problemas de convergencia uniforme, so´lo
sirve en intervalos muy cortos de tiempo.
2.4.3. Me´todo Iterativo para solucio´n de Circuitos no lineales,
Me´todo de Newton-Raphson
El me´todo de Newton-Raphson sirve para resolver sistemas de ecuaciones no lineales, en
nuestro caso se emplea para discretizar una ecuacio´n diferencial no lineal y luego emplear el
me´todo para encontrar la solucio´n. El me´todo se presenta en [39].
Dado un sistema de n ecuaciones no lineales el cual escribimos como
F : Rn → Rn (2-40)
De tal forma que
F(x1, x2, . . . , xn) = (f1(x1, x2, . . . , xn), f2(x1, x2, . . . , xn), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn))
t (2-41)
El objetivo es determinar los vectores x tales que la funcio´n vectorial evaluada en dicho
vector sea el vector 0:
F(x) = 0 (2-42)
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Se dice que f1, f2, . . . , fn son funciones coordenadas de F. Se pretende resolver el sistema de
ecuaciones. El objetivo es encontrar un punto que satisfaga todas las ecuaciones no lineales
simulta´neamente, para esto existen varios me´todos sin embargo en e´ste trabajo utilizaremos
el me´todo de Newton-Raphson.
Ejemplo 4 El sistema de ecuaciones no lineales, de 3 ecuaciones con 3 variables.
3x21 − sen(x1x2) + x3 = 0
x1x2 + 8(x2 − 1)3 + cos(x3) = 0
ln(x1x3)− 2x1 + 5x2 = 0 (2-43)
Me´todo de Newton-Raphson
Dada una funcio´n de varias variables G escrita como
x1 = g1(x1, x2, ..., xn),
x2 = g2(x1, x2, ..., xn),
. . .
xn = gn(x1, x2, ..., xn). (2-44)
Definicio´n 1 Se dice que una funcio´n G : D ⊂ Rn → Rn tiene un punto fijo en p ∈ D
si G(p) = p.
Para hallar una solucio´n n-dimensional p = (x1, x2, ..., xn), se construye una sucesio´n
xk+1 = G(xk) (2-45)
y se escoge una aproximacio´n inicial x0 = (x01, x02, ..., x0n) arbitraria, y luego se van hallando
los correspondientes valores siguientes para k = 0, 1, . . . , as´ı por ejemplo para hallar el
valor x1 = G(x0), hallando el valor de x1, para hallar el siguiente valor x2 = G(x1),
y as´ı sucesivamente. Es necesario establecer entonces un criterio para determinar cuando
la funcio´n vectorial G. Si el proceso (2-45) converge en todos los valores de las variable,
cuando el nu´mero de iteraciones es muy grande, entonces se tendra´ una solucio´n al sistema.
Supongamos que converge a p el cual sera´ una ra´ız vectorial.
El me´todo de iteracio´n se puede aplicar a la ecuacio´n (2-42), siempre que se cumpla el
siguiente teorema.
Teorema 4 Sea D = {(x1, x2, ..., xn)|ai ≤ xi ≤ bi, para cada i = 1, 2, . . . , n}, con ai y bi
constantes arbitrarias. Suponga que G es una funcio´n continua que va de D ⊂ Rn → Rn
con la caracter´ıstica que cuando x ∈ D entonces G(x) ∈ D. Entonces G tiene un punto fijo
en D.
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Si adema´s suponemos que todas las funciones componentes de la funcio´n G tienen derivadas
parciales continuas y existe una constante K de tal forma que∣∣∣∣∂gi(x)∂xj
∣∣∣∣ ≤ Kn Para cualquier x ∈ D (2-46)
Para cada j = 1, 2, . . . , n y cada funcio´n componente gi. Entonces, la sucesio´n {x}∞k=0 defi-
nida por
xk+1 = G(xk) Para k ≥ 1 (2-47)
Converge a un punto p ∈ D indistintamente del valor inicial que se escoja x0 y
||xk − p||∞ ≤ K
1−K ||x
1 − x0||∞ (2-48)
El cual significa que las variables esta´n en un dominio D y el rango o las ima´genes tambie´n
deben estar en dicho conjunto D. La existencia de la constante garantiza una convergencia
mucho ma´s ra´pida en ese dominio y adema´s garantiza que el punto fijo p sea u´nico.
Veamos como se construye el me´todo, suponemos un valor inicial x0, para hallar el siguiente
valor tenemos que hacer
xk+1 = xk +AF(xk) = G(xk) (2-49)
Donde A es una matriz no singular. Si las funciones son derivables, entonces se tiene
x = I+AF′(x) = I+ AJ (2-50)
La matriz J es conocida como la Matriz Jacobiana y esta´ definida como
J(x) = Jij =
(
∂fi(x)
∂xj
)
Si la matriz J(x(0)) = F (x(0)) es no singular4, tendremos que A = −[J(x(0))]−1
Veamos como se aplica el me´todo con el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5 Dado el sistema de ecuaciones
x21 + x
2
2 = 1
x31 − x2 = 0 (2-51)
Utilizar el me´todo iterativo para dar una solucio´n aproximada al sistema.
Solucio´n En la figura (2-7) se puede apreciar que el sistema tiene dos soluciones, es decir
dos puntos de corte. El objetivo es tratar de determinar alguno de ellos utilizando el me´todo
iterativo.
4Que es el me´todo de Newton Modificado
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Figura 2-7.: Representacio´n gra´fica de un sistema de ecuaciones no lineales
Para determinar una de las soluciones se toma una aproximacio´n inicial, digamos x0 =
(x0, y0) = (−0.9,−0.5)t, y sabiendo que
F(x) =
(
x21 + x
2
2 − 1
x31 − x2
)
(2-52)
De donde
J(x) = F′(x) =
(
2x1 2x2
3x21 −1
)
(2-53)
Que al reemplazarla en la aproximacio´n inicial se obtiene J(x0) =
(−1,8 2,43
−1,0 −1,0
)
y su
determinante es |J(x0)| = 4,23 6= 0, la matriz J(x0) es no singular, A = −J(x0)−1 y su
inversa es:
A =
(
0,236 0,574
−0,236 0,426
)
Dado que se tiene
G(x) = x+AF(x)
=
(
x1
x2
)
+
(
0,236 0,574
−0,236 0,426
)(
x21 + x
2
2 − 1
x31 + x2
)
(2-54)
Utilizando e´sta u´ltima fo´rmula y el valor de x0(0) = (−0.9,−0.5), se encuentran las aproxi-
maciones sucesivas, se ilustra para el valor x1(1)(
x1(1)
x2(1)
)
=
(
x1(0)
x2(0)
)
+
(
0,236 0,574
−0,236 0,426
)(
x21(0) + x
2
2(0)
− 1
x31(0) + x2(0)
)
(2-55)
40 2 Circuitos No lineales
Los resultados en cada iteracio´n son:(
x1(1)
x2(1)
)
=
(−1,017
−0,611
)
Utilizando estos valores ahora como las entradas en (2-54) se obtiene:(
x1(2)
x2(2)
)
=
(−0,8454
−0,2997
)
Y se obtiene la solucio´n con una tolerancia menor que 10−6(
x
(3)
1
x
(3)
2
)
=
(−0,82603
−0,56362
)
Se puede apreciar en la gra´fica (2-7) que uno de los puntos de corte es el punto5 (−0,82603,−0,56362),
y si se utiliza otra aproximacio´n inicial por ejemplo (1, 1) el me´todo llega a la otra solucio´n
(0,82603, 0,56362).
Sin embargo el me´todo de Newton-Raphson es de ra´pida convergencia siempre que se escoja
un valor cercano a p la solucio´n, pero al escoger cualquier valor, es posible que el me´todo
diverja. Por otra parte, en cada iteracio´n se debe calcular la Jacobiana y su inversa respectiva
para resolver un sistema lineal, lo cual eleva la eficiencia de los algoritmos.
Me´todo de Runge-Kutta
El me´todo de Runge-Kutta para resolver sistemas de ecuaciones se utiliza para resolver
sistemas de ecuaciones no lineales. Es un me´todo con una buena aproximacio´n y permite
obtener soluciones satisfactorias a los sistemas.
Cuando se tiene una ecuacio´n diferencial de primer orden, se utiliza el algoritmo de Runge-
Kutta para determinar las aproximaciones a la solucio´n de la ecuacio´n. Sin embargo, en
algunos problemas el me´todo puede presentar inestabilidades o divergencias. Por tal razo´n,
cuando se tenga una ecuacio´n diferencial se utilizara´ el Me´todo impl´ıcito del trapecio el
cual consiste en tomar:
w0 = α
wj+1 = wj +
h
2
[f(tj+1, w) + f(tj, wj)] = 0 0 ≤ j ≤ N − 1 (2-56)
En general wj+1 se obtiene resolviendo iterativamente una ecuacio´n no lineal o sistema de
ecuaciones no lineales, para el cual utilizaremos el me´todo de Newton-Raphson.
5Las soluciones fueron verificadas con el software Wxmaxima
3. El memristor como dispositivo
ana´logo
En algunos art´ıculos [10,11,15,54] se estudia el memristor como elemento digital, memoria,
elemento de almacenamiento de ceros y unos o como un switch. En el presente cap´ıtulo se
analiza la respuesta del circuito ana´logo al conectar un memristor como elemento no lineal
en serie con los otros elementos circuitales ba´sicos.
Se utilizara´ el modelo propuesto por Chua en [13] en el cual la memristancia esta´ dada
por M(q) = 1 + q2 y se estudian circuitos MRLC serie [55], se analizan las respuestas
utilizando algunos me´todos matema´ticos estudiados en el Cap´ıtulo 2. Se comparan entonces
los resultados de las soluciones para los circuitos RLC y MRLC indagando sobre el efecto
que tiene el nuevo elemento en e´ste tipo de circuitos, se utilizan simulaciones para distintos
valores de resistencia, inductancia y capacitancia, en el tiempo y en el plano fase con el
software libre Octave. La simulacio´n de circuitos de este tipo es relevante cuando se quieren
hacer ana´lisis como en [56–59].
3.1. Simulacio´n de circuitos que incluyen el memristor
Tradicionalmente se hace la conexio´n del resistor R, del inductor L y del capacitor C en
serie con una fuente de tensio´n v(t) como se muestra en la figura (3-1):
Figura 3-1.: Circuito R-L-C
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Cuya ecuacio´n diferencial se escribe como (3-3):
L
d2q
dt2
+R
dq
dt
+
1
C
q = v(t) (3-1)
Cuando se conecta en serie el nuevo elemento ba´sico de circuitos el memristor resulta el
circuito de la figura (3-2):
Figura 3-2.: Circuito M-R-L-C
La ecuacio´n que rige al sistema se escribe como:
L
d2q
dt2
+R
dq
dt
+M
dq
dt
+
1
C
q = v(t) (3-2)
De donde se obtiene que
L
d2q
dt2
+ (R +M)
dq
dt
+
1
C
q = v(t) (3-3)
A continuacio´n se presentan las soluciones para diferentes configuraciones de circuitos MRLC,
con el modelo del inductor L = 1 × 10−3H, C = 1 × 10−3F , R = 1Ω, los valores para la
fuente son amplitud A = 1V , el valor de la frecuencia angular se selecciona debido a que los
intervalos de tiempo son pequen˜os y por tanto el per´ıodo debe es corto ω = 196rad/s1.
3.1.1. Circuito memristor-capacitor
En primer lugar se estudia un circuito Memristor-CapacitorMC con fuente. Ver figura (3-3).
1Algunos de los resultados aqu´ı obtenidos fueron presentados en el Tercer Encuentro de Micro y Nanotec-
nolog´ıa de la Universidad de los Andes en 2011.
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Figura 3-3.: Circuito M-C
La ecuacio´n diferencial del circuito esta´ dada por:
M(q)
dq
dt
= − q
C
(3-4)
Sujeto a la condicio´n inicial q(0) = q0. Reemplazando el valor de la memristancia se obtiene
(1 + q2)
dq
dt
= − q
C
(3-5)
Al solucionar la ecuacio´n anterior se obtiene,
ln(q) +
q2
2
=
t
C
+ C1 (3-6)
Al resolver el circuito MC, con C = 0,5F la constante de integracio´n, cuyo valor es C1 =
ln(q0) + q
2
0/2 para la solucio´n se considera que el capacitor esta´ inicialmente cargado con
una carga inicial q0 = 0,1C y sin fuente de tensio´n. La gra´fica de la solucio´n nume´rica se
puede ver en la figura (3-4), la gra´fica de la corriente se presenta en la figura (3-5) cuyo
comportamiento tiende a cero a medida que el tiempo avanza, es decir la corriente se atenu´a
con el memristor.
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3.1.2. Ana´lisis comparativo de respuesta de circuitos MLRC
El modelo matema´tico para un circuito MRLC se escribe como:
L
d2q
dt2
+ (R +M(q))
dq
dt
+
q
C
= f(t) (3-7)
La cual se resolvera´ 2 utilizando la fo´rmula propuesta en [13] por el profesor Chua, dada
por M(q) = 1 + q(t)2 y con la que se obtienen comportamientos teo´ricos interesantes como
respuesta de la ecuacio´n.
A continuacio´n se resuelve nume´ricamente utilizando el software Octave la ecuacio´n (3-7)
cuando el circuito esta´ con y sin memristor, las condiciones iniciales dadas por q(0) = −0,1C
y q˙ = 0C/s, los valores de la inductancia L = 1× 10−3H y capacitancia C = 1× 10−3F
Solucio´n del circuito MRLC vs la solucio´n RLC para diferentes valores de resistencia
A continuacio´n se presentan las gra´ficas para una resistencia de R = 0,5 en la figura (3-6),
donde nuevamente se comparan las dos respuestas, circuito con memristor el cual se atenu´a
bastante ma´s ra´pido en respecto a la respuesta del circuito sin memristor, el cual oscila
mucho ma´s alrededor del punto de equilibrio. En la figura (3-7) se puede apreciar e´ste efecto
en el espacio de fase, lo que evidencia la atenuacio´n producida por el memristor llegando
ma´s ra´pido al punto de estabilidad, respecto al circuito sin memristor.
Donde finalmente es ma´s notorio el efecto memristivo, ocurre al eliminar la resistencia del
circuito R = 0, se puede ver en la figura (3-8) que el circuito sin memristor es oscilatorio,
mientras que el memristor produce un efecto de atenuacio´n, esto se confirma en el espacio
de fase en la gra´fica (3-9).
2Soluciones nume´ricas utilizando el software Octave
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Figura 3-7.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga, la l´ınea continua es la curva
con memristor, l´ınea punteada circuito sin memristancia
Respuesta natural del circuito MRLC vs MLC
En este proceso de indagacio´n de las posibles soluciones del circuito, se estudia la respuesta
del circuito MRLC frente al circuito MLC utilizando una resistencia R = 1Ω, los resultados
de la simulacio´n se pueden visualizar en la figura (3-10), en la cual se puede observar que la
respuesta del circuito con resistor se amortigua bastante hasta tal punto que no se alcanzan
a producir oscilaciones, aproxima´ndose ra´pidamente al punto de estabilidad q = 0, mientras
que la respuesta del circuito que incluye el resistor tiene una forma un tanto oscilatoria antes
46 3 Memristor, dispositivo ana´logo
-0.1
-0.08
-0.06
-0.04
-0.02
 0
 0.02
 0.04
 0.06
 0.08
 0.1
 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025  0.03
q
t
Graficas comparativas de carga R=0.0 L=1e-3 C=1e-3
Circuito MLC
Circuito LC
Figura 3-8.: Gra´fica comparativa de las respuestas de un circuito MLC vs LC
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Figura 3-9.: Gra´fica comparativa en el espacio de fase sin resistencia, la l´ınea continua es
con Memristancia, la l´ınea punteada es sin memristancia.
de estabilizarse.
En el espacio de fase (3-11) la respuesta es interesante, pues el circuito con resistor va directo
al punto de estabilidad, contrario a lo que hab´ıa ocurrido en la respuesta de la seccio´n anterior
en la cual la respuesta del circuito memristivo sufr´ıa pequen˜as oscilaciones. En el circuito
con resistor oscila antes de alcanzar el punto de equilibrio.
Comparacio´n del circuito MRLC con dos valores distintos de resistencia
Continuando con el ana´lisis presentado se compararon dos ecuaciones diferenciales de la
forma (3-7) pero en las cuales se hicieron variaciones en los valores de las resistencias, una
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Figura 3-10.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga al incluir las resistencias
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Figura 3-11.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga al cambiar las resistencias
de ellas R = 0,1Ω y la otra R = 10Ω, en la figura (3-12) es claro el efecto de atenuacio´n que
ocurre al aumentar el valor de la resistencia. Con un valor de menor resistencia la respuesta
del circuito alcanza a ser incluso oscilatoria, mientras que cuando se aumenta el valor de
R se amortigua bastante y no se alcanzan a producir oscilaciones. Esto se hace evidente
en el diagrama de fase donde se observa el feno´meno en la figura (3-13). Es notorio como
el aumento en el valor de resistencia en el circuito genera una tendencia de respuesta del
circuito ma´s lineal, es decir se comporta como un circuito netamente resistivo.
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Figura 3-12.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga al cambiar las resistencias
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Figura 3-13.: Gra´fica en el espacio de fase al incluir las resistencias
Respuesta natural del circuito MRLC con distintos valores de C
Se ha presentado el ana´lisis del circuito incluyendo la memristancia y sin incluirla y cam-
biando valores de resistencia y se han visto los efectos de estos cambios. En esta parte, se
propone analizar la influencia del circuito cambiando los valores del capacitor.
Se comparan dos circuitos MRLC en uno de los cuales se utiliza C1 = 1e−3F y en el otro se
utiliza C = 1e− 6F , don valor de resistencia R = 0,1Ω. Como se puede apreciar en la figura
(3-14) el comportamiento del circuito memristivo con un capacitor mayor que con uno de
menor taman˜o. En el diagrama de fase figura (3-15) se pueden observar las oscilaciones del
sistema al rededor del punto de equilibrio, mientras que el otro converge directamente al
punto de equilibrio con una leve oscilacio´n.
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Figura 3-15.: Gra´fica en el espacio de fase al forzar un circuito
3.1.3. Respuesta cuando se cambia el inductor
En la figura (3-16) se puede apreciar el efecto que tiene el cambio en el inductor, el cual
muestra que con una inductancia pequen˜a se produce un acercamiento ra´pido a la estabilidad,
pero al aumentar la inductancia el circuito se comporta como un oscilador pra´cticamente sin
resistencia.
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Figura 3-16.: Gra´fica del circuito cuando se cambia el inductor de 1× 10−3H a 1H
3.1.4. Respuesta forzada del circuito MRLC
Es interesante analizar la respuesta del circuito utilizando una fuente v = V osin(ωt) utili-
zando en este caso una frecuencia ω ≈ 196rad/s con una inductancia de L = 1e − 3, una
capacitancia de C = 1e− 3 y una resistencia R = 5Ω. Se observa en la figura (3-17) que la
respuesta var´ıa ligeramente al utilizar una fuente de e´stas caracter´ısticas.
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Figura 3-17.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga de un circuito forzado
Si se incrementa suficientemente la amplitud de la sen˜al aplicada por ejemplo V0 = 10V , y
una ω = 5ω0 se obtienen los resultados presentados en las gra´ficas
Y su correspondiente respuesta de corriente,
se observa que el ana´lisis ma´s interesante estuvo centrado en la influencia que ejerce el
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Figura 3-19.: Gra´fica comparativa de las respuestas de carga de un circuito forzado
resistor sobre el circuito, pues al hacer cambios, se evidenciaba el efecto que produc´ıa sobre
el circuito MRLC, sin embargo, tambie´n es notorio el efecto de agregar un memristor como
el que propuso el profesor Chua en 2011 [13].
En general los ana´lisis que se presentan, pueden tener o no un sentido f´ısico, y en general
puede ocurrir que el dispositivo que satisfaga esta forma de memristancia no necesariamente
se puedan construir.
Las ecuaciones diferenciales que resultan en general son ecuaciones diferenciales no lineales,
las te´cnicas estudiadas en la seccio´n (2.1) se aplican para resolver algunas de las ecuaciones
diferenciales no lineales, luego se comparan y determinan los comportamientos de dichas
simulaciones.
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3.1.5. Solucio´n de la ecuacio´n del circuito MRLC en serie
Solucio´n de Sistemas memristivos utilizando el me´todo TDT
Resolver la ecuacio´n que corresponde al circuito MRLC en serie, en la cual x(t) = q(t)
representa la carga del circuito, L el valor de la inductancia, C el valor de la capacitancia,
Req es el valor de la resistencia equivalente conectada en serie con el circuito, f(t) es una
fuente de excitacio´n externa.
L
d2x
dt2
+ (Req + x(t)
2)
dx
dt
+
x(t)
C
= f(t) (3-8)
La idea es resolver la ecuacio´n la ecuacio´n (3-8) utilizando la TDT. Para eso reescribimos
algunas transformaciones presentadas en la tabla (2-1) as´ı: Si y(t) = dx(t)
dt
entonces
Y (k) =
(k + 1)
H
X(k + 1) (3-9)
Cuando p(t) = d
2x(t)
dt2
se tiene que
P (k) =
(k + 2)(k + 1)
H2
X(k + 2) (3-10)
Por otra parte si w(t) = x(t)y(t) su transformada correspondiente se escribe como:
W (k) =
k∑
l=0
X(l)Y (k − l) =
k∑
l=0
Y (l)X(k − l) (3-11)
Si tenemos que x1(t) = x(t)x(t) su transformada se puede escribir como:
X1(k) =
k∑
l=0
X(l)X(k − l) (3-12)
Adema´s para e´ste caso se necesita una funcio´n s(t) = x2(t)dx
dt
= x1(t)dx
dt
cuya transformada
es de la siguiente forma:
S(k) =
k∑
l=0
X1(k)Y (k − l) =
k∑
l=0
X1(k)
(k + 1− l)
H
X(k + 1− l) (3-13)
Aplicando las ecuaciones desde (3-9) hasta (3-13) a la ecuacio´n (3-8) se obtiene
L
(k + 2)(k + 1)
H2
X(k + 2) + Req
(k + 1)
H
X(k + 1) +
+
k∑
l=0
X1(l)
(k + 1− l)
H
X(k + 1− l)
+
1
C
X(k) = F (k) (3-14)
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Para este caso vamos a utilizar un funcio´n f(t) = sen(ωt) cuya transformada TDT esta´ dada
por F (k) = (ωH)
k
k!
sen(kpi
2
). Las condiciones iniciales supongamos que son x(0) = x0 y x˙(0) =
x1, la Req sera´ el valor de R sumado con el valor 1 de la memristancia; Al hacer los despejes
para los diferentes valores de k obtenemos:3.
Las condiciones iniciales del problema las vamos a suponer: x(0) = −0,1 y x˙(0) = 0 es decir
vamos a suponer que el circuito tiene una carga inicial, pero su corriente inicial es cero.
L = 1e−3 H C = 1e−4 F Req = 1,1 Ω, operando a una frecuencia de ω = 196,25rad/s,
se hallara´ la solucio´n y se comparara´ con la solucio´n nume´rica obtenida con Octave-3.2.4
con las mismas condiciones. La funcio´n aproximacio´n despue´s de usar la TDT y resolver la
ecuacio´n de recurrencia (3-14):
f(t) = −0,1 + 5,000000000 ∗ 105t2 − 1,849672917 ∗ 108t3 − 3,653382432 ∗ 1011t4
+ 1,785886728 ∗ 1014t5 + 8,565772174 ∗ 1016t.6 − 6,678672283 ∗ 1019t7; (3-15)
Al comparar las gra´ficas figura (3-20) se observa que las respuestas usando TDT y resolvien-
do la ecuacio´n diferencial no lineal por aproximaciones nume´ricas usando Octave son muy
similares en un intervalo de tiempo muy corto, sin embargo cuando el tiempo se extiende a
un intervalo mayor, la TDT no converge a la solucio´n de la ecuacio´n diferencial..
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Figura 3-20.: Gra´fica comparativa de las soluciones del circuito MRLC usando TDT y
Octave
3.2. Me´todo del balance armo´nico
En e´sta seccio´n se utiliza el me´todo del balance armo´nico presentado en el Cap´ıtulo 2, seccio´n
(2.3) para resolver un circuito no lineal que incluye elementos no lineales tipo memristor,
3Los despejes se verifican con el software Wxmaxima
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como en [49] y [50].
Hemos supuesto que la memristancia tiene la forma M(x) = 1 + x2, de manera que las
ecuaciones que rigen el memristor se pueden expresar como:
dx(t)
dt
= i(t) (3-16)
v(t) = (1 + x2)i(t) (3-17)
Para encontrar la funcio´n descriptiva Ψ(A) se supone una entrada de la forma i(t) =
Asen(ωt) que al reemplazarla en la ecuacio´n (3-16) e integrar se obtiene:
x(t) =
−A
ω
cos(ωt) (3-18)
Valor que se reemplaza en la ecuacio´n (3-17) para obtener:
v(t) =
(
A+
A3
ω2
)
sen(ωt)− A
3
ω2
sen3(ωt) (3-19)
Como se puede apreciar la funcio´n Ψ(A) corresponde con los dos primeros armo´nicos impares.
Se trata de establecer el comportamiento del memristor como elemento ba´sico de circuitos
cuando se utiliza en una configuracio´n de circuito MRLC en serie y compararlo con el com-
portamiento del circuito RLC en serie, es decir se pretende analizar el cambio de los circuitos
cuando se inclu´ıa este tipo de elementos.
Al ser el memristor un dispositivo no lineal, las ecuaciones diferenciales de los circuitos
resultantes no se pueden realizar de forma anal´ıtica, razo´n por la cual es necesario utilizar
me´todos nume´ricos o aproximativos para obtener las soluciones en intervalos determinados.
El memristor produce una atenuacio´n de las sen˜ales cada vez que interactu´a con los elementos
del circuito en serie, las respuestas de los circuitos se atenu´an hasta conseguir puntos de
estabilidad.
4. Conclusiones y Perspectivas
La solucio´n de diversos sistemas que incluyen memristores y sistemas memristivos amplia
el conocimiento actual de los sistemas dina´micos y de la teor´ıa de circuitos, por tal razo´n
se puede inferir que el Memristor y los Sistemas memristivos se pueden considerar como
categor´ıas nuevas de estudio tanto de los sistemas dina´micos como en la teor´ıa de circuitos
no lineales, presentando en la tesis los fundamentos para continuar con el desarrollo teo´rico
experimental.
Debido al enfoque del trabajo de abordar la tema´tica de los sistemas memristivos como
elementos ana´logos, fue necesario estudiar e implementar herramientas teo´ricas disen˜adas
para la solucio´n de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, adema´s de
utilizar herramientas computacionales libres como Octave y Wxmaxima.
Se puede apreciar como se aplican las matema´ticas a una situacio´n real, en este caso se
hizo experimentalmente y simuladamente un circuito que emula el comportamiento de un
memristor real, logrando un desarrollo teo´rico-experimental de los memristores y sistemas
memristivos ana´logos.
Se hizo el ana´lisis de circuitos no lineales que incluyen los cuatro elementos fundamentales,
resistor, inductor, capacitor y memristor en serie, resolviendo las ecuaciones resultantes y
analizando la ingerencia del nuevo elemento en las respuestas de los circuitos. En e´ste punto
es de considerar que se avanza en el desarrollo de la teor´ıa de circuitos no lineales.
La tesis presenta una revisio´n amplia de las nociones y conceptos que involucran el estudio de
los memristores y sistemas memristivos ana´logos, as´ı como una revisio´n detallada de algunas
te´cnicas para solucionar sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con no linealidades y
el uso de herramientas computacionales de cara´cter libre para solucionar todos los problemas
propuestos.
Entre las te´cnicas ma´s potentes para la solucio´n de los circuitos MRLC presentados esta´ el
me´todo del balance armo´nico presentado en el Cap´ıtulo 2 ya que a pesar de las simpli-
ficaciones necesarias para la solucio´n, permite resolver las ecuaciones en el dominio de la
frecuencia y encontrar soluciones bastante aproximadas respecto a las soluciones anal´ıticas.
Perspectivas
Si bien en e´ste trabajo se hicieron algunos ana´lisis de las aplicaciones que pueden tener
los memristores dentro de la teor´ıa de circuitos, existen diversos campos del conocimiento
que quedan abiertos para la exploracio´n, ver figura (4-1), entre los que se puede mencionar
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el uso de memristores como memoria asociativa [64], aplicaciones a la teor´ıa de control
[65], los ana´lisis f´ısico-qu´ımicos [66] o el disen˜o de redes neuronales con memristores [67],
algunas aplicaciones como el memristor emisor de luz [68]. En inteligencia artificial [69], o
los ana´lisis f´ısicos presentados en [70], la computacio´n neuromo´rfica [71], el desarrollo teo´rico
matema´tico de los sistemas memristivos [72], la construccio´n de nuevos materiales, nuevas
te´cnicas de solucio´n y de simulacio´n con ana´lisis computacionales ma´s eficientes [73,74,76], el
estudio del memristor meca´nico [75]. El ana´lisis f´ısico-qu´ımico de nuevos materiales [77] y sus
interacciones internas [78], las aplicaciones en otras a´reas como por ejemplo el tratamiento
analo´gico de ima´genes, el procesamiento computacional dentro del dispositivo, la creacio´n y
el estudio de nuevos y variados sistemas cuyo comportamiento corresponde con los sistemas
dina´micos pero analizados con la perspectiva de pe´rdidas memristivas y el desarrollo de los
sistemas memristivos como elementos digitales.
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Figura 4-1.: Estado del arte actual de los memristores
Visto de e´sta forma el estudio de los memristores es un campo nuevo del conocimiento, que
ha venido incrementando el intere´s debido a que es relativamente desconocido, el nu´mero de
publicaciones ha aumentado sustancialmente, sin embargo en Colombia no existen suficientes
l´ıneas de investigacio´n sobre el tema.
Aun cuando el memristor se quiere utilizar como elemento digital, como en memorias, dis-
cos duros, etc., la propuesta presentada pretende estudiarlo como un elemento ana´logo que
permita la simulacio´n de sinapsis [21] u otro tipo de computacio´n como la computacio´n
neuromo´rfica [71] que esta´ en pleno proceso de exploracio´n y desarrollo teo´rico.
A. Revisio´n Componentes Tradicionales
A.1. Resistor
Georg Simon Ohm aproximadamente en 1827 presenta la conocida Ley de ohm que estable-
ce que la tensio´n es proporcional a la corriente por una cantidad aproximadamente constante
y que se denominara´ la resistencia R
v = Ri (A-1)
Las unidades de tensio´n son los voltios1 V , para la corriente los amperios2 A y para la
resistencia los ohmios3 Ω, en la figura A.1(a). se puede observar el esquema´tico de un circuito
de una fuente en serie con una resistencia.
En general se puede decir que cualquier dispositivo representado esquema´ticamente en la
figura A.1(a), que relacione la tensio´n v y la corriente i a trave´s de una funcio´n v = f(i)
corresponde a un resistor, cuya pendiente en un punto P es el valor de la resistencia, figura
A.1(c), como se presenta en [9].
A.2. Capacitor
”El primer condensador utilizado para almacenar grandes cargas ele´ctricas fue una botella
con una la´mina de oro en su cara interior y exterior que se llamo´ botella de Leyden. Fue
inventada en el siglo XVIII en Leyden (Holanda) cuando estudiando los efectos de las cargas
ele´ctricas sobre las personas y los animales, uno de aquellos experimentadores tuvo la idea de
almacenar una gran cantidad de carga en una botella de agua. Para ello sosten´ıa la botella
en una mano mientras la carga procedente e un generador electrosta´tico era conducida hasta
el agua por medio de una cadena. Cuando trato´ de sacar la cadena de agua con la otra mano
1Un volt (V) es la diferencia de potencial ele´ctrico que existe entre dos puntos de un hilo conductor que
transporta una corriente de intensidad constante de un amperio cuando la potencia disipada entre estos
puntos es igual a 1 watt. [80]
2El amperio es la intensidad de una corriente constante que mantenie´ndose en dos conductores paralelos,
rectil´ıneos, de longitud infinita, de seccio´n circular despreciable y situados a una distancia de un metro
uno de otro en el vac´ıo, producir´ıa una fuerza igual a 2x10−7 Newton por metro de longitud. [81]
3Un ohmio se define como la resistencia ele´ctrica que existe entre dos puntos de un conductor cuando una
diferencia de potencial constante de 1V se aplica entre estos dos puntos produce, en dicho conductor,
una corriente de intensidad 1A [80]
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Figura A-1.: Resistor General
sufrio´ una sacudida ele´ctrica que le dejo´ inconsciente. Despue´s de muchos experimentos se
descubrio´ que la mano que sosten´ıa la botella pod´ıa reemplazarse por hojas meta´licas que
recubr´ıan las superficies interior y exterior de la botella.
Benjamı´n Franklin comprobo´ que el dispositivo para almacenar cargas no deb´ıa tener nece-
sariamente la forma de botella y utilizo´ en su lugar vidrios de ventana recubiertos de hojas
meta´licas, que se llamaron vidrios de Franklin. Con varios de estos vidrios conectados en
paralelo, Franklin almaceno´ una gran carga y con ello trato´ de matar un pavo. En su lugar,
sufrio´ e´l mismo una fuerte descarga. Ma´s tarde, Franklin escribio´: Trataba de matar un pavo
y por poco no mato´ un gusano”4
En te´rminos generales un condensador es cualquier elemento pasivo de circuitos ele´ctricos
que relacione la carga q y la tensio´n v. En la figura A.2(a) se muestra el circuito esquema´tico
de un condensador.
q = Cv (A-2)
De manera similar a como se definio´ el resistor, en [9] se establece que un dispositivo que
relacione la tensio´n v(t) y la carga 5 q =
∫
idt a trave´s de una relacio´n funcional q = f(v)
como en la figura A.2(c) es un capacitor, la pendiente en el punto P de la curva mostrada
en la figura A.2(c) es llamada la capacitancia C del dispositivo6.
A.3. Inductor
”El conocimiento del magnetismo se mantuvo limitado a los imanes, hasta que en 1820,
Hans Christian Orsted, profesor de la Universidad de Copenhague, descubriria´ que un hi-
lo conductor sobre el que circulaba una corriente ejerc´ıa una perturbacio´n magne´tica a su
4http://www.info-ab.uclm.es/labelec/solar/Componentes/Condensadores.htm
5medida en Culombios donde el Coulomb (C) es la cantidad de electricidad transportada en 1 segundo por
una corriente de intensidad 1 Ampe`re. [80]
6medida en Faradios, donde un Faradio (F) es la capacidad de un condensador ele´ctrico que entre sus
armaduras aparece una diferencia de potencial ele´ctrico de 1 volt, cuando esta´ cargado con una cantidad
de electricidad igual a 1 Culomb. [80]
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alrededor pod´ıa mover una aguja magne´tica situada en ese entorno. Muchos otros experi-
mentos siguieron con Andre`-Marie Ampe`re, Carl Friedrich Gauss, Michael Faraday y otros
que encontraron v´ınculos entre el magnetismo y la electricidad. James Clerk Maxwell sinte-
tizo´ y explico´ estas observaciones en sus ecuaciones de Maxwell. Unifico´ el magnetismo y la
electricidad en un solo campo, el electromagnetismo.”7
En el circuito inductivo de la figura A.3(a). se puede establecer la relacio´n entre el flujo
magne´tico ϕ(t) y la corriente ele´ctrica i(t) de la siguiente forma:
v =
dϕ
dt
= L
di
dt
(A-3)
Donde el flujo magne´tico ϕ tiene unidades de Weber8, L es el valor de la inductancia cuya
unidad es el Henry9.
Un inductor en general se establece como un elemento ba´sico de circuitos que relaciona el
flujo ϕ y la corriente i a trave´s de una relacio´n funcional ϕ = f(i), en la figura A.3(c) la
pendiente en P representa la inductancia.
Para resumir las relaciones entre las cantidades ele´ctricas se pueden ver en la figura 1-1, el
resistor relaciona la corriente i y la tensio´n v, el inductor relaciona la corriente i y el flujo
magne´tico ϕ y el capacitor relaciona la tensio´n ele´ctrica v con la carga ele´ctrica q as´ı como
otras. Sin embargo en 1971 el profesor Leon O. Chua estudiando las relaciones ilustradas
encuentra que no exist´ıa un dispositivo ba´sico de circuitos como el resistor el capacitor o el
inductor, que relacionara de manera directa la carga q y el flujo magne´tico ϕ, el cual por
simetr´ıa deber´ıa existir. Entonces propone [1] la existencia y el disen˜o de un dispositivo que
lo denominara´ memristor debido a que se comporta como una ”resistencia con memoria”10.
7http://es.wikipedia.org/wiki/Magnetismo
8Un weber (Wb) es el flujo magne´tico que, al atravesar un circuito de una sola espira produce en la misma
una fuerza electromotriz de 1 volt si se anula dicho flujo en un segundo por decaimiento uniforme. [80]
9Un Henrio (H) es la inductancia ele´ctrica de un circuito cerrado en el que se produce una fuerza electro-
motriz de 1 volt, cuando la corriente ele´ctrica que recorre el circuito var´ıa uniformemente a razo´n de un
Amperio por segundo. [80]
10Memristor es la contraccio´n de memory-resistance
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B. Co´digos de simulacio´n en octave
En e´ste ape´ndice se escriben algunos co´digos en el programa Octave, que pueden ser u´tiles
para la solucio´n de problemas para ingenier´ıa y matema´ticas, se pueden comparar con [79].
En e´ste co´digo se resuelve la ecuacio´n del memristor
v =M(q)i (B-1)
#Intervalo de tiempo
n=500;
t=linspace(-1.25,1.25,n);
f=0.8;#Frecuencia de la senal de entrada
omega=2*pi*f;
D=10e-9;#Tamano del dispositivo
Ron=1e-6;#Ancho de la frontera dopada
Roff=20*Ron;#Ancho de la frontera no dopada
mud=10e-10;#Movilidad ionica
eta=1;#Polarizacion del dispositivo
Q0=D^2/(mud*Ron);#Constante asignada
w0=0.5*D;#Frontera inicial dopada
deltar=Roff-Ron;#Constante
R0=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;#Resistencia inicial del dispositivo
Vo=1e-6;#Voltaje Pico
phi=-(Vo/omega)*cos(omega*t);#Flujo magnetico
q0=-1.6488e-02 ;#Carga inicial
t0=-1.25;#Tiempo inicial
Tend=1.25;#Tiempo final
v=Vo*sin(omega*t);#Senal de entrada
######################################################
#Definimos la funcion del memristor
####################################################
function y=mem(q,t)
eta=1; f=0.8; omega=2*pi*f;D=10e-9;
Ron=1e-6; Roff=20*Ron; mud=10e-10;
Q0=D^2/(mud*Ron);w0=0.5*D;
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R0=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;
deltar=Roff-Ron;
#Senal de entrada
#Amplitud de la onda de entrada
Vo=1e-6;
y=v./(R0-(eta*deltar/Q0)*q);
endfunction
############################################################
#Solucion de la ecuacion
############################################################
T=linspace(t0,Tend,n);#eje de tiempo
solution=lsode(’mem’,q0,T);#Solucion usando lsode
#Calcula la memristancia
for i=1:300
m = R0-eta*deltar/Q0*solution;
endfor
#Hallar la corriente
mem=1./m;
i=v.*mem’;
##################################
# Graficas
##################################
subplot(3,2,1);
plot(t,v);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Tension aplicada’);
title(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,2);
plot(t,i,’r’,’linewidth’,3);
title(’Grafica de la corriente’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Corriente’);
subplot(3,2,3);
plot(t,mem,’r’,’linewidth’,5);
title(’Curva de memristancia en funcion del tiempo’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Memristancia’);
subplot(3,2,4);
plot(i,v,’-r’);
title(’Curva de histeresis’);
xlabel(’Corriente’);ylabel(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,5);
plot(t,solution);
63
title(’Solucion aproximada, curva de carga vs tiempo’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Carga’);
subplot(3,2,6);
plot(solution,phi);
title(’Flujo en funcion de la carga’);
xlabel(’carga’);ylabel(’Flujo’);
Este es el archivo nombrearchivo.m que se va a ejecutar desde octave, basta con escribir el
nombre del archivo en octave. Luego se gra´fica el archivo en gnuplot, ver segunda parte de
los archivos. Solucion de la ecuacion diferencial de segundo orden generada por un circuito
RLMC.
#clear all
#clc
f=0.5;
omega=125*pi*f;
########################################################
Vo=1;#Voltaje Pico
R=5.10; L=1e-3; C=1e-6;#valores
R1=0.1; R2=10;
############ circuito con memristor , definicion de la funcion memristor
memristor = @(x,t)[x(2),-(1/L)*(R+1+x(1)^2)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
############ definicion linea de tiempo
t = linspace(0,0.005,800); s=t’;
#Senal de entrada
v=Vo*sin(omega*t);#*sin(omega*t);
############ Resuelve la ecuacion diferencial dy/dt=memristor, solucion de la ecuacion
y = lsode(memristor,[-0.1 0],t);
############ monto una matriz con la linea de tiempo y las dos columnas de salida
w=[s,y];
#########################################################
############# circuito sin memristor
memristor1 = @(x,t)[x(2),-(1/(L))*(R)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
# solucion de la ec. con otro resistor
y1 = lsode(memristor1,[-0.1 0],t);
# matriz aumentada con las otras dos columnas solucion
w=[w,y1];
# Escribe en el archivo datos.dat,
#el dato w que en
#este caso es la matriz y ’ ’ deja el espacio entre columnas
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dlmwrite(’datos.dat’,w,’ ’);
Graficando con gnuplot, se guarda en un archivo grafica.plt
el cual se carga en gnuplot y guarda la gr\’afica en por
ejemplo grafica.ps quedando lista para incluir en latex.
Carga los datos desde comparacion01.dat
u: using 1:2 w l es usando las columnas 1 y 2 del archivo.
set terminal postscript eps color enhanced
set title "Gr\’aficas comparativas de carga\
v=Vosin(omega t),Vo=1,R=0.1 L=1e-3 C=1e-3"
set xlabel "t"
set ylabel "q"
plot "comparacion01.dat" u 1:2 w l title "Circuito memristivo con resistencia",\
"comparacion01.dat" u 1:4 w l title "Circuito memristivo sin resistencia"
set grid
set output "grafica.ps"
replot
reset
Programa para hacer las gra´ficas caracter´ısticas del memristor propuesto por Williams.
# Intervalo de tiempo
n =500;
t=linspace(-1.25,1.25,n);
f=0.8;#Frecuencia de la senal de entrada
omega=2*pi*f;
D=10e-9;#Tamano del dispositivo
Ron=1e-6;#Ancho de la frontera dopada
Roff=20*Ron;#Ancho de la frontera no dopada
mud=10e-10;#Movilidad ionica
eta=1;#Polarizacion del dispositivo
Q0=D^2/(mud*Ron);#Constante asignada
w0=0.5*D;#Frontera inicial dopada
deltar=Roff-Ron;#Constante
R0=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;#Resistencia inicial del dispositivo
Vo=1e-6;#Voltaje Pico
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phi=-(Vo/omega)*cos(omega*t);#Flujo magn\’etico
q0=-1.6488e-02 ;#Carga inicial
t0=-1.25;#Tiempo inicial
Tend=1.25;#Tiempo final
v=Vo*sin(omega*t);#Senal de entrada
######################################################
#Definimos la funcion del memristor
function y=mem(q,t)
eta=1; f=0.8; omega=2*pi*f;D=10e-9;
Ron=1e-6; Roff=20*Ron; mud=10e-10;
Q0=D^2/(mud*Ron);w0=0.5*D;
R0=Roff*(1.-w0/D)+Ron*w0/D;
deltar=Roff-Ron;
#Senal de entrada
#Amplitud de la onda de entrada
Vo=1e-6;
v=Vo*sin(omega*t);
y=v./(R0-(eta*deltar/Q0)*q);
#fid=fopen(’/home/john/Desktop/TESIS01/OCTAVE COMPLETO/
#MEMRISTOR01/aproximacion.txt’,’w’);
#fprintf(fid,’%6.2f %12.8f\n’,y);
#fclose(fid);
endfunction
############################################################
#Solucion de la ecuacion
############################################################
T=linspace(t0,Tend,n);#eje de tiempo
solution=lsode(’mem’,q0,T);#Solucion usando lsode
#Calcula la memristancia
for i=1:300
m = R0-eta*deltar/Q0*solution;
endfor
#Hallar la corriente
mem=1./m;
i=v.*mem’;
s=T’;
w=[s,i];
#Escribe en el archivo datos.dat,
#el dato w que en este caso es la matriz y
#’ ’ deja el espacio entre columnas
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dlmwrite(’datos.dat’,w,’ ’);
################################ Graficas
subplot(3,2,1);
plot(t,v);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Tension aplicada’);
title(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,2);
plot(t,i,’r’,’linewidth’,3);
title(’Grafica de la corriente’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Corriente’);
subplot(3,2,3);
plot(t,mem,’r’,’linewidth’,5);
title(’Curva de memristancia en funcion del tiempo’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Memristancia’);
subplot(3,2,4);
plot(i,v,’-r’);
title(’Curva de histeresis’);
xlabel(’Corriente’);ylabel(’Tension aplicada’);
subplot(3,2,5);
plot(t,solution);
title(’Solucion aproximada, curva de carga vs tiempo’);
xlabel(’tiempo’);ylabel(’Carga’);
subplot(3,2,6);
plot(solution,phi);
title(’Flujo en funcion de la carga’);
xlabel(’carga’);ylabel(’Flujo’);
GNUPLOT
set terminal postscript eps color enhanced
set title "Graficas comparativas de carga\
v=Vosin(omega t),Vo=1,R=0.1 L=1e-3 C=1e-3"
set xlabel "t"
set ylabel "q"
plot "comparacion01.dat" u 1:2 w l title "Circuito memristivo con resistencia",\
"comparacion01.dat" u 1:4 w l title "Circuito memristivo sin resistencia"
set grid
set output "grafica.ps"
replot
reset
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Con el siguiente co´digo se resuelve el circuito memristor con los para´metros establecidos,
se almacena en la variable memristor, luego se define la l´ınea de tiempo con el comando
linspace y se almacena en la variable t, se resuelve la ecuacio´n utilizando el comando lsode
y se almacena en la variable y. En w se almacena un vector con el tiempo y las respuestas
para y y y′, finalmente se almacenan la variable w en el archivo de datos con el comando
dlmwrite para graficarlo en gnuplot. El co´digo completo se muestra a continuacio´n.
#clear all
#clc
f=0.5;
omega=125*pi*f;
########################################################
Vo=0;#Voltaje Pico
R=0.50; L=1e-3; C=1e-3;#valores
R1=0.1; R2=10;
############ circuito con memristor
memristor = @(x,t)[x(2),-(1/L)*(R+1+x(1)^2)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
############ definicion linea de tiempo
t = linspace(0,0.03,800); s=t’;
v=Vo*sin(omega*t);#*sin(omega*t);#Senal de entrada
############ solucion de la ecuacion con memristor
y = lsode(memristor,[-0.1 0],t);
############ monto una matriz con la linea de tiempo y las dos columnas de salida
w=[s,y];
#########################################################
############# circuito sin memristor
memristor1 = @(x,t)[x(2),-(1/(L))*(R)*x(2)-x(1)*(1/(L*C))+Vo*sin(omega*t)];
############# solucion de la ec. con otro resistor
y1 = lsode(memristor1,[-0.1 0],t);
############# aumento la matriz con las otras dos columnas solucion
w=[w,y1];
############# Escribe en el archivo grafica01.dat, el dato w
#############que en este caso es la matriz y ’ ’ deja el espacio entre columnas
dlmwrite(’grafica01.dat’,w,’ ’);
###################### Hace dos graficas, t vs q y t vs qsin mem
#plot(t,y(:,1),t,y1(:,1)); legend(’con’,’sin’)
##################### Grafica de q vs qpunto
#figure #abre otra ventana grafica
#plot(y(:,1),y(:,2))
C. Redes Resistivas
Una red resistiva se puede definir como aquella red que contiene so´lo elementos pasivos,
es decir que no contiene elementos dina´micos, segu´n Chua [37] una red resistiva involucra
elementos pasivos cuyas relaciones constitutivas no involucran derivadas que dependan del
tiempo, integrales temporales o ecuaciones con retardo, etc. Es decir las relaciones constitu-
tivas solamente deben considerar tensiones y corrientes en los mismos instantes de tiempo.
En general los circuitos f´ısicos son la interconexio´n de elementos de circuitos reales, para efec-
tos del ana´lisis cada dispositivo es reemplazado por un modelo hecho con elementos ideales
(fuentes, transistores, diodos, etc). La interconexio´n teo´rica de estos elementos produce un
circuito ele´ctrico. Es necesario tener en cuenta que un circuito f´ısico nunca podra´ ser mo-
delado totalmente por circuitos resistivos, pero sirven como construcciones auxiliares para
realizar los ana´lisis. Entre otros aspectos se utilizan para determinar puntos de operacio´n
DC, puntos de equilibrio, s´ıntesis de circuitos, etc.
Se presentan algunos me´todos de solucio´n tratados en el libro [37] para resolver circuitos
resistivos lineales y no-lineales, luego de lo cual se revisara´n algunas te´cnicas para resolver
circuitos no-lineales.
En general los elementos resistivos se clasifican como lineales, no-lineales, invariantes en el
tiempo y variantes en el tiempo, y se caracterizan por una relacio´n lineal entre la tensio´n y
la corriente, se habla de la caracter´ıstica v − i del resistor.
Un elemento se llama resistor si satisface la relacio´n llamada curva caracter´ıstica del resistor
y se puede graficar bien sea en el plano v − i o en el plano i− v
RR = (v, i) : f(v, i) = 0 (C-1)
E´sta relacio´n especifica completamente al dispositivo1.
Resistor Lineal
Un resistor se llama lineal si satisface que
f(v, i) = v −Ri = 0
→ v = Ri
Gra´ficamente es una linea recta y R el valor de la resistencia, representa el valor de la
pendiente (mostrado en una seccio´n anterior), en un punto de operacio´n particular. Un
resistor que no sea lineal se denominara´ no-lineal.
1Es de aclarar que v = v(t) es la tensio´n en el dispositivo en el instante t, e i = i(t) es la corriente que
cruza el resistor en cualquier instante
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Resistor Pasivo
En general la potencia entregada a un elemento cuya tensio´n es v(t) y cuya corriente es i(t)
esta´ dada por
p(t) = v(t)i(t) (C-2)
Para un resistor lineal cuya caracter´ıstica sea v = Ri la potencia entregada sera´
p(t) = Ri2(t) (C-3)
y sera´ siempre positiva si el resistor es lineal y R ≥ 0. Se dice que un resistor es pasivo si y
solo si, su resistencia es no negativa, razo´n por la cual el resistor siempre absorbera´ energ´ıa
del balance del circuito. Por otra parte, si R ≤ 0 el resistor la potencia que fluye a trave´s del
resistor es negativa lo que quiere decir que esta´ entregando energ´ıa al circuito, se dira´ que
el resistor es Resistor Activo, gra´ficamente se puede ver que es una linea recta de pendiente
negativa.
v
-
+
i
R
Figura C-1.: Representacio´n del resistor no lineal
Un resistor se dice pasivo si la caracter´ıstica v−i esta´ confinada al primer y tercer cuadrante,
y un resistor se dice activo si no es pasivo. De la misma forma un resistor que no sea lineal
se llamara´ no-lineal.
Resistores variantes e invariantes en el tiempo
Un resistor se dice variable en el tiempo si y solo si su caracter´ıstica v− i var´ıa en el tiempo,
de otra manera se dice que es invariante en el tiempo. Un resistor que sea lineal variable en
el tiempo, satisface
v(t) = R(t)i(t) (C-4)
Un ejemplo de e´l es un switch de operacio´n perio´dica [37].
D. Circuitos de segundo orden
En e´sta seccio´n se hara´ una presentacio´n semejante a la que se presenta en [37]. Los circuitos
que involucran dos capacitores, o dos inductores, o un capacitor y un inductor se denominan
circuitos de segundo orden. Se pretende hacer diversos ana´lisis con circuitos que incluyan
memristores. Para un circuito de segundo orden construido con elementos lineales variables
en el tiempo la ecuacio´n diferencial escalar que lo modela se puede escribir como:
x¨+ 2αx˙+ ω20x = u(t) (D-1)
Donde α se denomina constante de amortiguamiento y corresponde a ω0 = 2pif es la frecuen-
cia angular (en radianes por segundo) y f es la frecuencia medida en Hertz. Y sus ecuaciones
de estado se pueden escribir en la forma x˙ = Ax+ u(t) , donde x1 y x2 son llamadas va-
riables de estado del sistema, el vector x representa el vector de estado, el vector u(t) es
llamado el vector de entrada y la matriz A corresponde a la matriz del sistema.[
x˙1
x˙2
]
=
[
a11 a12
a21 a22
] [
x1
x2
]
+
[
u1(t)
u2(t)
]
(D-2)
Es necesario reducir la ecuacio´n (D-2) a la forma (D-1), lo cual se hace de la siguiente forma:
x¨1 − T x˙1 +∆x1 = ua(t), si a12 6= 0 (D-3)
x¨2 − T x˙2 +∆x2 = ub(t), si a21 6= 0 (D-4)
T = (a11 + a22) (D-5)
∆ = (a11a22 − a12a21 (D-6)
ua(t) = −a22u1(t) + a12u2(t) + u˙1(t) (D-7)
ub(t) = a21u1(t)− a11u2(t) + u˙2(t) (D-8)
De donde se puede concluir que:
2α = −T = −(a11 + a22) (D-9)
ω20 = ∆ = a11a22 − a12a21 (D-10)
Cuando el circuito es no lineal, en ocasiones puede ser muy complejo escribir una ecua-
cio´n diferencial escalar, lo que en general se puede hacer es escribirla de la siguiente forma
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Tabla D-1.: Respuesta de entrada cero de x¨+ 2αx˙+ ω20x = 0, α ≥ 0, ω20 > 0
1. Respuesta Sobre Amortiguada
(α > ω0 > 0)
f(t) = k1e
s1t + k2e
s2t
bk1 + k2
t0
b
Im(s)
Re(s)x bx
s1s2 0
s1 = −α− αd
s2 = −α + αd
2. Respuesta Subamortiguada
(0 < α < ω0)
f(t) = ke−αtcos(ωdt− θ)
bkcos(θ)
t0
b
Im(s)
Re(s)
x
bxs1 −jωd
jωd
α
s2
s1 = −α + jωd
s2 = −α− jωd
3. Respuesta Cr´ıticamente
Amortiguada (α = ω0 > 0)
f(t) = (k1 + k2t)e
−αt
bk
t0
b
Im(s)
Re(s)Xbx
s = s1 = s2
s = −α = ω0
0
4. Respuesta Sin Amortiguamiento
(α = 0, ω0 > 0)
f(t) = kcos(ω0t− θ)
bkcos(θ)
t0
b
Im(s)
Re(s)
x
bx
s1 jω0
−jω0s2
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x˙ = f(x, t):
x˙1 = f1(x1, x2, t)
x˙2 = f2(x1, x2, t) (D-11)
Respuesta de entrada cero
Cuando a la ecuacio´n (D-1) sin fuentes externas, se dice que se estudiara´ la respuesta natural
del circuito y resulta ser de la forma:
x¨+ 2αx˙+ ω20x = 0 (D-12)
Con para´metro α ≥ 0, el me´todo para resolverla es utilizando la ecuacio´n caracter´ıstica o
polinomio p(s) = s2 + 2αs+ ω20, cuyas ra´ıces son
s1,2 = −α±
√
α2 − ω20 =


−α± αd si α > ω0 > 0
−α± jωd si 0 < α < ω0
−α si α = ω0 > 0
(D-13)
Donde
αd =
√
α2 − ω2 (D-14)
ωd =
√
ω20 − α2 (D-15)
Son muy conocidas las respuestas a estos circuitos para las diferentes posibilidades de res-
puestas las cuales se muestran en la tabla (D-1). En todos los casos se analiza el circuito es
RLC sin fuentes. Para nuestro caso analizaremos un circuito RLC en serie con un elemento
no lineal tipo memristor.
E. Art´ıculos publicados
Se publicaron dos art´ıculos con base en los resultados obtenidos durante el desarrollo de
la tesis; El primer evento fue El encuentro nacional de Investigadores, ENID 2011 con el
art´ıculo titulado ”Introduccio´n al memristor: La nueva era de la electro´nica”.
El otro evento es el Tercer encuentro de micro y nanotecnolog´ıa llevado a cabo en el 2011, en
el cual se presento´ el art´ıculo titulado ”Un ana´lisis del memristor como elemento ana´logo”.
Se adjuntan los dos art´ıculos.
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